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Ueber verschiedene Tiir die Anwendung bequeme
Formen der Hauptgleichungen der mechanischen
Wiirmetheorie;

von

R. Clausius.
(Vorgetragen in der naturforsch. Gesellschaft den 24. April 1865.)

In meinen bisherigen Abhandlungen iiber die
mechanische Wirmetheorie habe ich vorzugsweise
den Zweck verfolgt, eine sichere Basis fiir die Theorie
zu gewinnen, indem ich namentlich den zweiten Haupt-
satz, welcher dem Verstindnisse viel schwerer zu-
ganglich ist, als der erste, in seine einfachste und
zugleich allgemeinste Form zu bringen und seine
Nothwendigkeit zu beweisen suchte. Specielle An-
wendungen habe ich nur in soweit durchgenommen,
als sie mir entweder als Beispiele zur Erlduterung
zweckmissig, oder fir die Praxis von besonderem
Interesse zu sein schienen.

Je mehr nun aber die mechanische Wirmetheorie
in ihren Principien als richtig anerkannt wird, desto
mehr tritt in physikalischen und mechanischen Kreisen
das Bestreben hervor, sie auf verschiedenartige Er-
scheinungen anzuwenden, und da die betreffenden
Differentialgleichungen etwas anders behandelt werden
miissen, als die sonst gewdohnlich vorkommenden
Differentialgleichungen von éusserlich éhnlichen Ge-
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92  Clausius, Hauptgl eichungen der mechan. Wirmetheorie.

stalten, so stosst man bei den Rechnungen héufig auf
Schwierigkeiten, welche der Ausfiihrung hinderlich
in den Weg fireten, oder zu Fehlern Veranlassung
geben. Unter diesen Umstinden habe ich geglaubt,
den Physikern und Mechanikern einen Dienst zu er-
weisen, wenn ich die Haupigleichungen der mecha-
nischen Wiarmetheorie, indem ich von ihren allge-
meinsten Formen ausgehe, in verschiedene andere
auf specielle Voraussetzungen beziigliche Formen
bringe, in welchen sie sich auf die verschiedenartigen
besonderen Fille unmittelbar anwenden lassen, und
demnach bequemer fir den Gebrauch sind, als in
jenen allgemeinen Formen.

§ 1. Die ganze mechanische Wirmetheorie be-
ruht auf zwei Hauptsitzen, dem Satze von der Aequi-
valenz von Wirme und Arbeit und dem Satze von
der Aequivalenz der Verwandlungen.

Un den ersten Satz analylisch auszudriicken,
denken wir uns irgend einen Korper, welcher seinen
Zustand édndert, und betrachten die Wéirmemenge,
welche ihm wiahrend dieser Zustandsénderung mit-
getheilt werden muss. Bezeichnen wir diese Wirme-
menge mit Q, wobei eine vom Korper abgegebene
Wirmemenge als aufgenommene negative Wirme-
menge gerechnet werden soll, so gilt fiir das einer
unendlich kleinen Zustandsinderung entsprechende
Element dQ der aufgenommenen Wirme folgende
Gleichung :

dQ = dU + AdW.
Hierin bedeutet U die Grosse, welche ich zuerst in
meiner Abhandlung von 1850 in die Wirmelehre
eingefiithrt und als die Summe der hinzugekommenen
freien Wirme und der zu innerer Arbeit verbrauchten
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Wirme definirt habe.t) W. Thomson hat fiir diese

Grosse spiter den Namen Energie des Korpers
vorgeschlagen,?) welcher Benennungsweise ich mich,

als einer sehr zweckméssig gewéhlten, angeschlossen
-habe, wobei ich aber doch glaube, dass man sich
vorbehalten kann, in solchen Fillen, wo die beiden
in U enthaltenen Bestandtheile einzeln angedeutet
werden miissen, auch den Ausdruck Wirme- und
Werkinhalt zu gebrauchen, welcher meine ur-
spriingliche Definition in etwas vereinfachter Form
wiedergiebt. W bedeutet die wihrend einer Zustands-
dnderung des Korpers gethane dussere Arbeit, und 4
das Wirmeédquivalent fiir die Einheit der Arbeit oder
kirzer das calorische Aequivalent der Ar-
beit. Hiernach ist AW die nach Wirmemaasse ge-
messene dussere Arbeit oder, geméiss einer kiirzlich
von mir vorgeschlagenen bequemeren Benennungs-
weise, das dussere Werk.?3)

') Poggendorfl’s Annalen. Bd. LXXIX, S. 385, und Abhand-
lungensammlung Abth. I, S. 33.

2) Phil. Mag. 4" Ser. Vol. 1X, p. 523.

3) Ich will bei dieser Gelegenheit iiber die Benennungsweise,
welche ich in einem in meiner Abhandlungensammlung befind-
lichen Zusatze vorgeschlagen habe, einiges miltheilen. Es ist nam-
lich fir die in der mechanischen Wirmetheorie vorkommenden
Auseinandersetzungen unbequem, dass die Warme und die mecha-
nische Arbeit nach verschiedenen Maassen gemessen werden, so
dass man nicht einfach von der Summe von Wirme und Arbeit
oder von der Differenz aus Warme und Arbeit sprechen kann,
sondern dabei immer Ausdriicke wie »Warmeaquivalent der Arbeit«
oder »Arbeitsaquivalent der Warme« gebrauchen muss. Ich habe
daher vorgeschlagen, neben der nach gewohnlichem mechanischem
Maasse gemessenen Arbeit noch eine zweile Grosse einzufuhren,
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Wenn man der Kiirze wegen das dussere Werk
durch einen einfachen Buchstaben bezeichnet, indem
man selzt:

AW = w,

welche die nach Warmemaase gemessene Arbeit bedeutet,
d. b. denjenigen numerischen Werth der Arbeit, welchen man
erhalt, wenn man die Arbeilsgrosse, welche einer Wirmeeinheit
aquivalent ist, als Einheit der Arbeit annimmt. Fiir diese Grosse
habe ich den Namen Werk vorgeschlagen.

Betrachtet man nun das bei irgend einer Zustandsanderung eines
Korpers gethane Werk, so ist in demselben das innere und das
dussere Werk zu unterscheiden. Das gesammte innere Werk,
welches gethan werden musste, damit der Korper in seinen gegen:
wiartigen Zustand gelangen konnte, habe ich den Werkinhalt
des Korpers genannt. Bei dieser Grosse ist zu bemerken, dass
die Bestimmung ibhres Werthes nur in der Weise moglich ist, dass
man von irgend einem Anfangszustande ausgeht, und dann dasjenige
innere Werk bestimmt, welches gethan werden musste, wihrend
der Korper von diesem Anfangszustande in seinen gegenwartigen
Zustand uberging. Man kann nun den Werkinhalt des Korpers
entweder in der Weise angeben, dass man darunter einfach das
von dem als gegeben vorausgesetzten Anfangszustande an gethane
innere Werk vérsteht, oder so, dass man zu diesem letzteren noch
eine unbekannte Constante addirt, welche den im Anfangszu-
stande schon vorhandenen Werkinhalt bedeutet.

Ebenso verhalt es sich nalurlich auch mit der Energie,
welche aus dem Werkinhalte und dem Warmeinhalte besteht. Auch
sie kann man nur so beslimmen, dass man dabei von irgend einem
Anfangszustande ausgeht, und den Energiezuwachs belrachtet,
welcher beim Uebergange aus diesem Anfangszustande in den
gegenwirligen Zustand staltfinden musste. Bei der Angabe der
Energie kann man sich dann entweder einfach auf diesen von dem
gegebenen Anfangszuslande an gerechnelen Energiezuwachs be-
schranken, oder man kann sich zu demselben noch eine unbekannte
Constante hinzuaddirt denken, welche die im Anfangszustande
schon vorhandene Energie bedeutet.
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so kann man die vorige Gleichung folgendermaassen
schreiben :
(I.) dQ = dU + dw.

Un den zweiten Hauptsatz auf die einfachste
Art analytisch auszudriicken, wollen wir annehmen,
die Verdanderungen, welche der Korper erleidet, bilden
einen- Kreisprocess, durch welchen der Korper
schliesslich wieder in seinen Anfangszustand zuriick-
kommt. Unter dQ sei wieder ein Element der auf-
genommenen Wirme verstanden, und T bedeute die
vom absoluten Nullpunkte an gezihlte Temperatur,
welche der Korper in dem Momente hat, wo er die-
ses Wirmeelement aufnimmt, oder, falls der Korper
in seinen verschiedenen Theilen verschiedene Tem-
peraturen hat, die Temperatur des Theiles, welcher
das Wirmeelement dQ aufnimmt. Wenn man dann
das Wirmeelement durch die dazu gehorige absolute
Temperatur dividirt, und den dadurch entstehenden
Differentialausdruck fiir den ganzen Kreisprocess in-
tegrirt, so gilt fir das so gebildete Integral die Be-
ziehung:

(11.) tfdj(? <0,
worin das Gleichheitszeichen in solchen Fillen anzu-
wenden ist, wo alle Verinderungen, aus denen der
Kreisprocess besteht, in umkehrbarer Weise vor
sich gehen, wihrend in solchen Fillen, wo die Ver-
dnderungen in nicht umkehrbarer Weise ge-
schehen, das Zeichen < gilt 1)

!) In meiner Abhandlung »iiber eine verianderte Form des
zweiten Hauptsalzes der mechanischen Warmetheorie« (Pogg, Ann.
Bd. XCIII), in welcher ich zuerst den auf Kreisprocesse bezug-
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§ 2. Wir wollen nun zuerst die in der Gleichung
(1.) vorkommenden Grossen in Bezug auf ihr Verhal-
ten bei verschiedenen Arten von Veridnderungen des
Korpers néher betrachten.

Das dussere Werk, welches gethan wird,
wihrend der Korper aus einem gegebenen Anfangs-
zustande in einen bestimmten anderen Zustand iiber-
geht, hidngt nicht blos vom Anfangs- und Endzu-
stande, sondern auch noch von der Art des Ueber-
gangs ab.

Erstens kommt es darauf an, ob die &#usseren
Krifte, die aul den Korper wirken, und welche ent-
weder von den ihnen entgegen wirkenden eigenen
Kriften des Korpers itherwunden werden, oder um-
gekehrt diese letzieren iiberwinden, (wonach wir das
dussere Werk als positiv oder negativ unterscheiden),
den eigenen Kriften des Korpers in jedem Augen-
blicke gleich oder von ihnen verschieden sind, wobei
natiirlich Verschiedenheiten immer nur in dem Sinne

lichen allgemeinsten Ausdruck des zweiten Hauptsatzes gegeben
habe, habe ich das Vorzeichen des darin vorkommenden Differen-
tials anders gewahlt, als hier, indem dort ein von dem verander-
lichen Korper an ein Wiarmereservoir ahgegebenes Wirmeelement
posiliv, und ein einem Wairmereservoir entzogenes Wirmeelement
negativ gerechnet ist, Bei dieser Wahl der Vorzeichen, welche
bei gewissen allgemeinen theoretischen Betrachtungen bequem ist,
hat man statt (II.) zu schreiben:

fes,

In der vorliegenden Abhandlung aber ist die im Texte ge-
troffene Wahl, wonach eine von dem veranderlichen Korper auf-
genommene Wirmemenge als positiv und eine von ihm abgegebene
Waiarmemenge als negativ gerechnet wird, iiberall beibehalten,
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vorkommen konnen, dass die iiberwindende Kraft
grosser ist, als die iiberwundene. Man kann nun
freilich sagen. dass jederzeit, wenn iiberhaupt eine
Kraft eine andere iiberwinden soll, sie dazu grosser
sein muss, als diese; da aber der Unterschied zwi-
schen ihnen beliebig klein sein kann, so kann man
den Fall, wo absolute Gleichheit stattfindet, als den
Grenzfall ansehen, der, wenn er auch in der Wirk-
lichkeit nie erreicht wird, doch theoretisch noch als
moglich zu betrachten ist. Wenn Kraft und Gegen-
kraft verschieden sind, so ist die Art, wie die
Verinderung vor sich geht, eine nicht umkehrbare.

Zweitens hingt, wenn festgesetzt ist, dass die
Verdanderung in umkehrbarer Weise vor sich gehen
soll, das dussere Werk noch davon ab, welches die
Zwischenzustidnde sind, die der Korper beim Ueber-
gange aus dem Anfangszustande in den Endzustand
nach einander durchlduft, oder, wie man sich bildlich -
ausdriicken kann, auf welchem Wege der Korper
aus dem Anfangszustande in den Endzustand iiber-
geht.

Die Energie des Korpers, deren Element sich
in der Gleichung (I.) neben demjenigen des &usseren
Werkes befindet, verhilt sich ganz anders. Wenn
der Anfangs- und Endzustand des Korpers gegeben
sind, so ist dadurch die Veridnderung, welche die Ener-
gie erleidet, vollstindig bestimmt, ohne dass man zu
wissen braucht, wie der Uebergang aus dem einen
Zustande in den anderen stattgefunden hat, indem weder
der Weg des Ueberganges noch der Umstand, ob
der Uebergang in umkehrbarer oder nicht umkehr-
barer Weise geschieht, auf die dabei eintretende
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Aenderung der Energie einen Einfluss hat. Wenn
also der Anfangszustand und der ihm entsprechende
Werth der Energie als gegeben voraus gesetzt wer-
den, so kann man sagen, dass die Energie durch den
augenblicklich stattfindenden Zustand des Korpers
vollstindig bestimmt ist.

Was endlich die wihrend der Zustandséinderung
von dem Korper aufgenommene Wirme (Q anbe-
trifft, so muss diese, weil sie die Summe aus der
Energieinderung und dem gethanen éusseren Werke
ist, von der Art, in welcher der Uebergang des
Korpers aus dem einen Zustande in den anderen statt—

findet, in gleicher Weise abhingen, wie das #ussere
Werk.

Um nun das Gebiet, welches wir zunichst zu
betrachten haben, abzugrenzen, moge im Folgenden
so lange, bis ausdriicklich gesagt wird, dass die nicht
umkehrbaren Verdnderungen auch in die Untersuchung
mit einbegriffen werden sollen, immer vorausgeseizt
werden, dass wir es nur mit umkehrbaren Ver-
dnderungen zu thun haben.

Die Gleichung (I.), welche den ersten Hauptsatz
ausdriickt, gilt sowohl fiir umkehrbare als auch fiir
nicht umkehrbare Veridnderungen, und man braucht
sie daher, um sie speciell auf umkehrbare Verinde-
rungen anzuwenden, #usserlich in keiner Weise zu
modificiren, sondern muss nur festsetzen, dass unter
w und Q dasjenige &dussere Werk und diejenige
Wirmemenge verstanden werden sollen, welche um-
kehrbaren Verinderungen entsprechen.

In der Beziehung (Il.), welche den zweiten Haupt-
satz ausdriickt, hat man, wenn sie auf umkehrbare
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Veridnderungen angewandt werden soll, erstens eben-
falls unter Q die Wirmemenge zu verstehen, welche
sich auf umkebhrbare Veranderungen bezieht, und
zweitens hat man statt des doppelten Zeichens <
einfach das Gleichheitszeichen anzuwenden. Man er-
hilt also fiir alle umkehrbaren Kreisprocesse die Glei-
chung:
(Ila.) f’-j?- oy

§ 3. Um mit den Gleichungen (I.) und (Ila.)
rechnen zu konnen, wollen wir annehmen, der Zu-
stand des betrachteten Korpers sei durch irgend welche
Grossen bestimmt. Fille, welche besonders oft vor-
kommen, sind die, wo der Zustand des Korpers durch
seine Temperatur und sein Volumen, oder durch
seine Temperatur und den Druck, unter welchem er
steht, oder endlich durch sein Volumen und den
Druck bestimmt ist. Wir wollen uns aber nicht
gleich an besondere Grossen binden, sondern wollen
zunichst annehmen, der Zustand des Korpers sei
durch zwei beliebige Grossen, welche = und y
heissen mogen, bestimmt, und diese Grossen wollen
wir in den Rechnungen als die unabhingigen Ver-
dnderlichen betrachten. Natiirlich steht es uns dann
bei specielleren Anwendungen immer frei, unter
einer dieser Veridnderlichen oder unter beiden eine
oder zwei der vorher genannten Grossen, Tempe-
ratur, Volumen und Druck zu verstehen.

Wenn die Grossen z und y den Zustand des
Korpers bestimmen, so muss die Grosse U, die Ener-
gie des Korpers, welche nur von dem augenblick-
lich stattfindenden Zustande des Korpers abhiingt,
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sich durch eine Function dieser beiden Verinder-
lichen darstellen lassen.

Anders verhidlt es sich mit den Grossen w und
Q. Die Differentialcoefficienten dieser Grossen,
welche wir folgendermaassen bezeichnen wollen:

dw dw
(1) £ Sumb By Rl
aQ _ ,,. 40 _
(2) R ol i T

sind bestimmte Functionen von z und y. Wenn nidm-
lich festgesetzt wird, dass die Verinderliche z in
x + dz iibergehen soll, wihrend y unverindert bleibt,
und dass diese Zustandsinderung des Korpers in um-
kehrbarer Weise geschehen soll, so handelt es sich
um einen vollkommen bestimmten Vorgang, und es
muss daher auch das dabei gethane &ussere Werk
ein bestimmtes sein, woraus weiter folgt, dass der
Bruch —% ebenfalls einen bestimmten Werth haben
muss. Ebenso verhilt es sich, wenn {estgesetzt
wird, dass y in y + dy iibergehen soll, wihrend z
constant bleibt.

Wenn hiernach die Differentialcoefficienten des
dusseren Werkes w bestimmte Functionen von z und
y sind, so muss zufolge der Gleichung (l.) auch von
den Differentialcoefficienten der vom Korper aufge-
nommenen Wirme Q dasselbe gelten, dass auch sie
bestimmte Functionen von z und y sind.

Bilden wir nun aber fir dw und dQ ihre Aus-
driicke in dr und dy, indem wir unter Vernachlis-
sigung der Glieder, welche in Bezug auf dxr und dy
von hoherer Ordnung sind, schreiben:

(3) dw = mdx + ndy
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(4) dQ = Mdx + Ndy,
so erhalten wir dadurch zwei vollsidndige Differen-
tialgleichungen, welche sich nicht integriren lassen,
so lange die Veridnderlichen z und y von einander
unabhéngig sind, indem die Grossen m, n» und M, N
der Bedingungsgleichung der Integrabilitit, némlich:
dm. dn resp. dM__EJ_Z_V
dy dx dy dx

nicht geniigen. Die Grossen w und Q gehoren also
zu denjenigen, welche .in der mathematischen Ein-
leitung zur ersten Abtheilung meiner Abhandlungen-
sammlung besprochen wurden, deren Eigenthiimlich-
keit darin besteht, dass zwar ihre Differentialcoeffi-
cienten bestimmte Functionen der beiden unabhéngigen
Verinderlichen sind, dass sie selbst aber nicht durch
solche Functionen dargestellt werden konnen, son-
dern sich erst dann bestimmen lassen, wenn noch
eine weitere Beziehung zwischen den Verinderlichen
gegeben und dadurch der Weg der Veréinderungen
vorgeschrieben ist.

§ 4. Kehren wir nun zur Gleichung (I.) zuriick
und setzen darin fiir dw und dQ die Ausdriicke (3)
und (4), und zerlegen ebenso dU in seine beiden
auf dr und dy beziiglichen Theile, so lautet die Glei-
chung :

Mdx + Ndy = ((;—g- - m) dx + (% +n) dy.

Da diese Gleichung fiir alle beliebigen Werthe
von dz und dy giltig sein muss, so zerfillt sie in
folgende zwei:

M—'ig:—l—m
N=tj—q+n

Yy
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Differentiiren wir die erste dieser Gleichungen nach
y und die zweite nach x, so erhalten wir:
dM _ d*U  dm

dN  d2U dn
dz =~ dydz * dz
Nun ist auf U der fir jede Function von zwei
unabhingigen Verdnderlichen geltende Satz anzu-
wenden, dass, wenn man sie-nach den beiden Ver-
dnderlichen differentiirt, die Ordnung der Differentia-
tionen gleichgiiltic ist, so dass man setzen kann:
@2U a0
dedy &5&5'
Wenn man unter Beriicksichtigung dieser letzten
Gleichung die zweite der beiden vorigen Gleichungen
von der ersten abzieht, so kommt:
2 M dN  dm dn
) dy de ~ dy dr
In &ahnlicher Weise wollen wir nun auch die
Gleichung (Ila.) behandeln. Setzen wir in derselben

fiir dQ seinen Werth aus (4) ein, so lautet sie:

M N
J‘( 7 d.T ! T dy) — 0.

Wenn das hier an der linken Seite stehende Integral
jedesmal, so oft x und y wieder zu ihren urspriing—-
lichen Werthen gelangen, Null werden soll, so muss
der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck
das vollstindige Differential einer Function von = und
y sein, vnd es muss daher die oben besprochene Be-
dingungsgleichung der Integrabilitét erfillt sein, welche
fir diesen Fall folgendermaassen lautet:

d(M)‘ d (fv)
dy\ T) dzx \T
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Fihrt man hierin die Differentiationen aus, indem
man bedenkt, dass die Temperatur des Korpers eben-
falls als Function von = und y zu betrachten ist, so
kommt:

1 dM M dT 1 dN N ar

T dy 1t dy T dxr 1% dz’
oder anders geordnet:

dM dN 1 dT dT
R o T

Den beiden so erhaltenen Gleichungen (9) und
(6) wollen wir noch eine etwas andere &dussere Ge-
stalt geben. Um nicht zu viele verschiedene Buch-
staben in den Formeln zu haben, wollen wir fir

M und N, welche als abgekiirzte Zeichen fir die

Differentialcoefficienten %g und i—? eingefiihrt sind,

kiinftig wieder die Differentialcoefficienten selbst
schreiben. Betrachten wir ferner die in (9) an der
rechten Seite stehende Diflerenz, welche, wenn wir

auch fiir m und » wieder die Differentialcoefficienten

d d .
“® und 22 schreiben , lautet:

dx dy

d (dw d [dw

dy (dat:) dx (d_y)’
so ist die durch diese Differenz dargestellte Grosse
eine Function von x und y, die gewohnlich als be- |
kannt anzunehmen ist, indem die von aussen auf den
Korper wirkenden Krifte der directen Beobachtung
zugénglich sind, und daraus dann weiter das #ussere
Werk bestimmt werden kann. Wir wollen diese

Dilferenz, welche im Folgenden sehr hiufig vorkommt,
die auf zy beziigliche Werkdifferenz nennen,
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und dafiir ein besonderes Zeichen einfithren, indem
wir setzen:

0 E=g(@) - @ (@)

Durch diese Aenderungen in der Bezeichnung gehen
die Gleichungen (5) und (6) iiber in:

O +(-£()-x

O yla) i) & a @)

Diese beiden Gleichungen bilden die auf umkehr-
bare Verdnderungen beziiglichen analytischen Aus-
driicke der beiden Hauptsitze fir den Fall, wo der
Zustand des Korpers durch zwei beliebige Verinder-
liche bestimmt ist. Aus diesen Gleichungen ergiebt
sich sofort noch eine dritte, welche in sofern ein-
facher ist, als sie nur die Differentialcoefficienten
erster Ordnung von Q enthilt, nimlich:

dT' dQ dT dQ
(10) T RTR e TE .,

§ 9. Besonders einfach werden die drei vor-
stehenden Gleichungen, wenn man als eine der un-
abhidngigen Verianderlichen die Temperatur des Kor-
pers wihlt. Wir wollen zu dem Zwecke y = T
setzen, so dass nun die noch unbestimmt gelassene
Grosse z und die Temperatur T die beiden unabhén-
gigen Verinderlichen sind. Wenn y =T ist, so folgl
daraus ohne Weileres, dass

dr
e

]

dT

ist. Was ferner den Differentialcoefficienten —— an-

betrifft, so ist bei der Bildung desselben vorausge-
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setzt, dass, wibrend x in x 4 dx iibergeht, die andere
Veriinderliche, welche bisher y hiess, constant bleibe.
Da nun gegenwirtig I' selbst die andere Verinder-
liche-ist, welche in dem Differentialcoefficienten als
conslant vorausgesetzt wird, so folgt daraus, dass
man zu Setzen hat:
dT
. 'd—x = 0.
Bilden wir nun zunéchst die auf zT beziigliche Werk-

differenz, so lautet diese:

d [dw d /[dw
(11) E*“’:ET(EE) iz (’E’f)

und unter Anwendung dieses Werthes gehen die
Gleichungen (8), (9) und (10) iiber in:

1 3 (dQ) - (-‘-’-Q-)=E..,T

dT \dz/  dx \dT
d dQ) d do) 1 dQ
(13) dT (da: dx (dT — 1 dr
(14) 9 _ £
dx ot
Wenn man das in (14) gegebene Produkt TE;r
statt des Differentialcoefficienten gd% in die Gleichung

(12) einsetzt, und es, wie dort vorgeschrieben ist,

nach T differentiirt, so erhélt man noch folgende Glei-
chung:

d (dQ\ . dE.7

(15) @

§ 6. Bisher haben wir iiber die dusseren Kriifte,

denen der Korper unterworfen ist, und auf welche

sich das bei Zustandsinderungen gethane &ussere

Werk bezieht, keine besondere Annahmen gemacht.

Wir wollen nun einen Fall niaher betrachten, welcher
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vorzugsweise héufig vorkommt, ndmlich den, wo die
einzige vorhandene dussere Kraft, oder wenigstens
die einzige, welche bedeutend genug ist, um bei den
Rechnungen Beriicksichtigung zu verdienen, ein auf
die Oberfliche des Korpers wirkender Druck ist,
welcher an allen Punkten gleich stark und iiberall
normal gegen die Oberfliche gerichtet ist.

In diesem Falle wird nur bei Volumenénderungen
des Korpers é&dusseres Werk gethan. Nennen wir
den auf die Fldacheneinheit bezogenen Druck p, so
ist die dussere Arbeit, welche gethan wird, wenn
das Volumen » um drv zunimmt:

dW = pdv,
und demgemiss das #dussere Werk, d. h. die nach
Wirmemaasse gemessene #dussere Arbeit:
(16) dw = Apdv.

Denken wir uns nun, dass der Zustand des Kor-
pers durch zwei beliebige Verinderliche z und y be-
stimmt sei, so sind der Druck p und das Volumen v
als Funktionen von x und y zu betrachten. Wir

konnen also die vorige Gleichung in folgender Form
schreiben:

dv dv
— A e o e |
dw P (,dx dx | dy dy)','

woraus folgt:

dw dv

it

(17) dw dv

dy Py
. : : dw .
Setzen wir diese Werthe von %E’ und d—-t; in den

in (7) gegebenen Ausdruck von E;, ‘ein, und fiihren
die darin angedeuteten Differentiationen aus, und be-
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d d2v

riicksichligen zugleich, dass 5 . = 5 o

sein muss,

so erhalten wir:
(18) K., ==A(dy = w

Diesen Werth von E,, haben wir auf die Gleichungen

(8) und (10) anzuwenden.

Sind = und T die beiden unabhéngigen Verinder-
lichen, so erhilt man, ganz der vorigen Gleichung
entsprechend:

_,(dp dv dp dv
(1) E“T"A(d_f'dx dx dT)
welchen Werth man auf die Gleichungen (12), (14)
und (15) anzuwenden hat.

Die einfachsten Formen nimmt der in (18) ge-
gebene Ausdruck an, wenn man entweder das Vo-
lumen oder den Druck als eine der unabhiingigen -
Verinderlichen, oder wenn man Volumen und Druck
als die beiden unabhingigen Veriinderlichen wiihlt.
Fir diese Fille geht namlich die Gleichung (18), wie
sich leicht ersehen lédsst, iiber in:

dp
9 > e AE
(-0) L*-’H dy
dv
(21) Epy e = A@
- (22) E,, = A.

Will man endlich m den Fillen, wo entweder
das Volumen oder der Druck als eine unabhéngige
Veranderliche gewihlt ist, die Temperatur als andere
unabhingige Verinderliche wihlen, so braucht man
nur in den Gleichungen (20) und (21) 7 an die Stelle
von y zu selzen.

§ 7. Unter den vorher genannten Umslinden.

X i 2



1S Clausius, Hauptgleichungen der mechan. Wiarmetheorie.

wo die einzige vorhandene fremde Kraft ein gleich-
miissiger und normaler Oberflichendruck ist, pflegt
man als unabhiingige Verinderliche, welche den Zu-
stand des Korpers bestimmen sollen, am hiufigsten
die im vorigen § zuletzt genannten Grossen zu wih-
len, ndamlich Volumen und Temperatur, oder Druck
und Temperatur oder endlich Volumen und Druck.
Die fir diese drei Fille geltenden Systeme von
Differentialgleichungen will ich, obwohl sie sich leicht
aus den obigen allgemeineren Systemen ableiten las-
sen, doch ihrer hédufigen Anwendung wegen, hier
in iibersichtlicher Weise zusammenstellen. Das erste
Syslem ist dasjenige, welches ich in meinen Abhand-
lungen bei Betrachtung specieller Fille immer ange-
wandt habe.

Wenn v und T als unabhiingige Verinderliche

gewiihlt sind:
@@ -w (@) -4
d] dv) dv \dT dI

dr (ddg) cg: (3?):: ; 'tfi(:

(23) dQ R, dp
dv dT

dQ d’p

dv (dT) AT«H‘2

Wenn p und T als unabhingige Verinderliche ge-

wiihlt sind:
ddT (fig)_:_p (%)') e A%

1
w 114

a7

d (dQ d2v
= ('d—r) = Al
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Wenn » und p als unabhiingige Veriinderliche ge-
wihlt sind:

£ (9) £ (9) -
dp \ dv dv \dp ;
dQ\ d (dQ\ l(dT dQ dT dQ)
(dv) dv (dp)— T\dp dv dv dp
dI dQ dT dQ
dp dv dv dp s
§ 8. Unter den Fillen, auf welche die Glei-
chungen des vorigcen § Anwendung finden, ist der
einfachste der, wo ein homogener Korper von durch-
weg gleicher Temperatur gegeben ist, welcher unter
einem gleichmissigen und normalen Oberflichendrucke
steht, und bei Aenderung der Temperatur und des
Druckes sein Volumen dndern kann, ohne dabei seinen
Aggregatzustand zu éndern.
In. diesem Falle hat der Differentialcoefficient

g-g- eine einfache physikalische Bedeutung. Denken

wir uns ndmlich, dass das Gewicht des Korpers eine
Gewichtseinheit sei, so bedeutet dieser Differential-
coefficient, je nachdem bei seiner Bildung das Volu-
men oder der Druck als constant vorausgesetzt ist, die
specifische Wirme bei constantem Volumen oder die
specifische Wirme bei constantem Drucke.

Es ist in solchen Fillen, wo die Natur des Gegen-
standes es mit sich bringt, dass man die unabhéngigen
Veridnderlichen oft wechseln muss, und wo daher
Diflerentialcoefficienten vorkommen., welche sich nur
dadurch von einander unterscheiden, dass die Grosse,
welche bei der Differentiation als constant vorausge-
setzt wurde, in ihnen verschieden ist, bequem, diesen
Unterschied durch ein idusseres Merkmal anzudeuten,
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damit man ihn nicht immer in Worten anzugeben
braucht. Ich will dieses dadurch thun, dass ich den
Differentialcoefficienten in Klammern schliesse, und
die Grosse, welche bei der Differentiation als constant
vorausgesetzt ist, mit einem iiber ihr angebrachten
wagrechten Striche versehen, als Index daneben
schreibe. Hiernach sind also die beiden Differential-
coefficienten, welche die specilische Wirme bei con-
stantem Volumen und bei constantem Drucke bedeuten,
folgendermaassen zu schreiben:

(1) i (29

Ferner ist von den drei Grossen, welche in un-
serm gegenwirticen Falle bei der Bestimmung des
Zustandes des KKorpers in Betracht kommen, nidmlich
Temperatur, Volumer und Druck, jede als Funktion
der beiden anderen anzusehen., und man kann daher
folgende sechs Differentialcoefficienten bilden :

(7). )5 (&) (), (&) (&)
dr; dv } dT*pj dp '1—,, dv }; dp;

Bei diesen Differentialcoefficienten konnte man die
Indices, welche angeben, welche Grisse bei jeder
Differentation als conslant vorausgesetzt ist, fortlassen,
wenn man ein fir allemal festsetzt, dass von den
drei Grossen T, » und p diejenige, welche in dem
Dilterentialcoefficienten nicht vorkommt, als constant
zu betrachten ist. Indessen der Uebersichtlichkeit
wegen .und weil im folgenden auch Differentialcoelfi-
cienten zwischen denselben Grossen vorkommen, bei
denen die als constant vorausgesetzie Grosse eine
andere ist., als hier, wollen wir, wenigstens in den

zunéchstfolgenden Gleichungen, die Indices mitschrei-
ben.
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.Es erleichtert nun die mit diesen sechs Differen-
tialcoeflicienten anzustellenden Rechnungen, wenn
man die zwischen ihnen stattﬁndenden Beziehungen

im Voraus feststellt.

Zuerst ist klar, dass unter den sechs Differential-
coefficienten dreimal je zwei vorkommen, welche
einander reciprok sing. Nehmen wir z. B. die Grosse
v als constant an, so hiingen die beiden andern Grossen
T und p so unter einander zusammen, dass jede von
ihnen einfach als Function der anderen anzusehen ist.
Ebenso stehen, wenn p als constant angenommen
wird, T'und ». und wenn T als constant angenommen
wird, v und p in dieser einfachen Beziehung zu ein-
~ander. Man hat also zu setzen:

1 (dp) e | (dv « « 1 __(dv '
(26) (d_'-l_") ﬁ;’(@)= ﬁ);’(ia) > '35)--;1
dp =y dv ; dv T

Um ferner die Beziehung zwischen den drei
Paaren von Differentialcoefficienten zu erhalten, wol-
len wir beispielsweise p als Funclion von T und v
betrachten. Dann hat man die vollstindige Differen-
tialgleichung :

_ (9 dp
dp (dT) dT+(du) dv.

Wenn wir nun diese Gleichung auf den Fall an-
wenden wollen, wo p constant ist, so haben wir in
ihr zu setzen:

dv
dp =ound dv = (dT);dT’

wodurch sie iibergeht in:

dp dp dv
”"(dT) dTJf(d::) (dT) ik
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Wenn man hieraus dT forthebt, und dann noch mit

dp) o biae ! _
(dngmdu‘t, so erhilt man:

en (), (), (F)=—1

Mit Hiilfe dieser Gleichung in Verbindung mit den
Gleichungen (26) kann man jeden der sechs Differen-
tialcoefficienten durch ein Product oder durch einen
Bruch aus zwei anderen Differentialcoefficienten dar-
stellen.

§ 9. Kehren wir nun zur Betrachtung der
Wirmeaufnahme und Wirmeabgabe des gegebenen
Korpers zuriick und bezeichnen die specifische Wiirme
bei constantem Volumen mit ¢ und die specifische
Wirme bei constantem Drucke mit €, so haben wir,

wenn wir das Gewicht des Korpers als eine Gewichis-
einheit annehmen, zu setzen:

(49) = es(29) =c

Ferner ist gemiiss den Glelchungen (23) und (29):
(‘ffg) = AT(dT) ("d&g") = AT(:;)

Hiernach kann man folgende vollstindige leferential-
gleichungen bilden:

(28) dQ = cdT + AT(:;,) dv

29)  dQ=CdT — AT(;;,) dp.

Aus der Vergleichung dieser beiden Ausdriicke
von dQ ergiebt sich sofort die Beziehung zwischen
den beiden specifischen Wirmen ¢ und €. Gehen
wir niamlich von der letzten Gleichung aus, welche
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sich auf T und p als unabhiingige Verinderliche be-
zieht, so kann man daraus eine Gleichung ableiten,
welche sich auf T und v als unabhéngige Veriinder-
liche bezieht. Man braucht dazu nur p als Function
von T und v zu betrachten, und demgemiss zu

schreiben :
dp (dp
d —
e (dT) dT + dv) dv.

Durch Einsetzung dleses Werthes von dp in die Glei-
chung (29) geht sie iiber in:

dQ——[c—AT( ) ( )]dT AT(j”T) (gﬁ) dv

Wenn man h:erm das im letzten Gllede stehende
Product zweier Differentialcoefficienten mit Hiilfe der
Gleichung (27) durch einen einfachen Differentialcoeffi-
cienten ersetzt, so kommt:

dQ = [c AT(jj,) ( ) ]dT+AT(:’1’,) do.

Vergleicht man dlesen Ausdruck von dQ mit dem in
(28) gegebenen und bedenkt, dass der Factor von dT
in beiden Ausdriicken gleich sein muss, 80 erhiilt
man folgende die Beziehung zwischen den beiden
specifischen Wirmen ausdriickende Gleichung:

80 e=c—ar(z7) - (77).

d
Der hierin vorkommende Differentialcoefficient ( d;’)

stellt die Ausdehnung des Korpers durch Temperatur—
erhohung dar, und ist der Regel nach als bekannt
voraus zu setzen. Der andere Diflerentialcoeflicient

(:g,) pllegt zwar bei festen und tropfbar fliissigen
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Korpern nicht unmittelbar durch Beobachtung bekannt
zu sein, aber man kann nach (27) setzen.

(i)
) - ok
oT/s (ifi’_)
dp %

und in diesem Bruche ist der im Zihler stehende
Differentialcoefficient wieder der vorher besprochene,
und der im Nenner stehende Differentialcoefficient
stellt, wenn er mit dem negativen Vorzeichen ge-
nommen wird, die Volumenverringerung durch Druck-
vermehrung oder die Zusammendriickbarkeit dar,
welche man bei einer Anzahl von Fliissigkeiten direct
gemessen hat, und bei festen Korpern aus dem Elas-
ticititscoefficienten niherungsweise berechnen kann.
Durch Einfiihrung dieses Bruches geht die Gleichung
(30) iiber in:

dv \?
ol 3
),
dp;'.;.

Bei der Anwendung dieser Gleichung zu nume-
rischen Rechnungen ist noch zu beachten, dass man
in den Differentialcoefficienten als Volumeneinheit den
Cubus derjenigen Lingeneinheit, welche bei der Be-
stimmung der Grosse 4 angewandt ist, und als Drock-
einheit den Druck, welchen eine iiber eine Flichen-
einheit verbreitete Gewichtseinheit ausiibt, anwenden
muss. Auf diese Einheiten hat man daher den Aus-
dehnungscoefficienten und den Zusammendriickungs-

coefficienten, wenn sie sich, wie es gewohnlich der
Fall ist, auf andere Einheiten beziehen, zu reduciren.

(31) ¢c=C+ AT
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: : dy\ . ;
Da der Differentialcoefficient (?;—)_lmmer negativ
T
ist, so folgt daraus, dass die specifische Wirme bei
constantem Volumen immer kleiner sein muss als die-
. . ‘
jenige bei constantem Drucke. Der andere Dilleren-

dv : ; : &3
tialcoeflicient (B%)-is"' im Allgemeinen eine positive
P

" Grosse. Beim Wasser ‘ist er bei der Temperatur
des Maximums der Dichte gleich Null, und demnach
sind bei dieser Temperatur die beiden specilischen
Wirmen gleich. Bei allen anderen Temperaturen,
sowohl unter als iiber der Temperatur des Maximums
der Dichte, ist die specifische Wirme bei constantem

Volumen kleiner, als die bei constantem Drucke, denn

dv

wenn auch der Differentialcoefficient (&T)— unter dieser
P

Temperatur einen negativen Werth hat, so hat das
doch auf den Werlh der Formel keinen Einfluss, weil
dieser Differentialcoefficient in ihr quadratisch vor-
kommt.1)

) Um ein Beispiel von der Anwendung der Gleichung (31)
zu erhalten, wollen wir das Wasser bei einigen bestimmien Tem-
peraturen betrachten, und die Differenz zwischen den beiden spe-
cifischen Warmen berechnen.

Nach den Beobachtungen von Kopp, deren Resultate z. B.
in dem Lehrbuche der phys. und theor. Chemie 8. 204 in einigen
Zahlenreihen zusammengestellt sind, hat man fur Wasser, wenn
sein Yolumen bei 4° als Einheit genommen wird, folgende Aus-
dehnungscoefficienten :

bei 0° — 0,000061
» 256° 4+ 0,00025
,» 50° —+ 0,00045

Nach den Beobachtungen von Grassi (Ann. de chim, et de phys.
X. 1. 2*
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Aus den Gleichungen (28) und (29) kann man
auch leicht eine vollstindige Differentialgleichung fiir
Q ableiten, welche sich auf p und » als unabhingige
Verinderliche bezieht. Man braucht dazu nur T als

3° sér. t. XXXI. p. 437 und Kronig's Journ. fir Physik des Aus-
landes Bd. II. S. 129) hat man fiur, die Zusammendriickbarkeit des
Wassers folgende Zahlen, welche die durch eine Druckzunahme
'um eine Atm. verursachte Volumenverminderung als Bruchtheil
des beim ursprunglichen Drucke stattfindenden YVolumens angeben:
bei 0° 0,000050
,y 25° 0,000046
., 50° 0,000044
Wir wollen nun beispielsweise fiir die Temperatur von 25° die
Rechnung durchfiihren.

Als Langeneinheit wahlen wir das Meter und als Gewichts-
einheit das Kilogramm. Dann haben wir als Volumeneinheit ein
Cubikmeter anzunehmen, und da ein Kilogramm Wasser bei 4°
den Raum von 0,001 Cubikmeler einnimmt, so miussen wir, um

dv

(-E)_ zu erhailten, den oben angefiihrten Ausdehnungscoefficienten
P

mit 0,001 multipliciren, also:

— S

dv
(dT 3 = 0,00000025 = 25 . 10

Bei der Zusammendrickbarkeit ist dem Vorigen nach das Volumen,
welches das Wasser bei der belreflenden Temperatur und beim
ursprunglichen Drucke, den wir als den gewohnlichen Druck einer
Alm. voraussetzen konnen, als Einheit genommen. Dieses Volumen
ist bei 25° gleich 0,001008 Cubikm. Ferner ist eine Alm. Druck
als Druckeinheit genommen, wahrend wir den Druck eines Kilo-
gramms auf ein Quadratmeter als Druckeinheit nehmen missen,
wonach eine Atm. Druck durch 10333 dargestellt wird. Demgemass
haben wir zu selzen:

dv\ _ 0,000046 . 0,001008 — 18
dp |7 '

10333 = =2 by 19

Ausserdem haben wir bei 252 zu setzen : T = 273 4+ 25 — 298 und
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Function von p und v zu betrachten, und demgemiss

zu selzen:
d dT
dT:(dp dp+(v) dv.

Substituirt man in der Gleichung (29) diesen Werth
fir dT so kommt:

d()—-[c(d:)—AT( )]dp+C( T)dv
=($);[C—AT(ET;-( )]dp+0if1“) do.

Die im letzten Ausdrucke in der eckigen Klammer
stehende Differenz ist nach (30) gleich ¢, und man
kann daher die Gleichung so schreiben:

1
fur A wollen wir nach Joule manuehmen Diese Zahlenwerthe

in die Gleichung (31) eingesetzl giebt:

298 252 .10 — 16
AL A5 10— B N,

In derselben Weise ergeben sich aus den obigen Werthen des
Ausdehnungscoefficienten und der Zusammendriickbarkeit bei 0°
und 50° folgende Zahlen:

,» 50° C — ¢ = 0,0358

Wenden wir nun fir C, die specifische Warme bei constantem
Drucke, die von Regnault experimentell gefundenen Werthe an,
so erhalten wir fur die beiden specifischen Warmen folgende Paare
von Zahlen:

= 1
bei 0° {c = 0,9995
4 C = 1,0016 '
» 257 6 — 0,9918
%09 C=1,0042

C = 0396841
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(32) dQ =c (c;}fl:) dp + C(ddf) dv.

§ 10. Die drei vollstindigen D:ﬁ'erenlialgleichun—
gen (28), (29) und (32) erfiillen nicht die Bedingung
der unmittelbaren Integrabilitit, was sich in Bezug
auf die beiden ersten sofort aus den schon weiter
oben aufgestellten Gleichungen ergiebt. Fiihren wir
namlich in den Gleichungen, welche in den Systemen
(23) und (24) zu unterst stehen, die Buchstaben ¢ und
C ein, so lauten sie:

dc dzp)
(dv) AT(‘::I[2

dC d2v
(EE) ko AT(dTﬁ)

wihrend die Gleichungen, welche erfullt sein miissten,
wenn (28) und (29) integrabel sein sollten, lauten:

(@)= 4| 7). )]
( )" ‘4[T(d12) ( )]

Aehnlich, nur etwas weltlauﬁﬂ'er, ist der Nachweis
/A fuhren, dass die Gleichung (32) nicht integrabel
ist, was sich iibrigens dem Vorigen nach auch von

selbst versteht, da sie aus den Gleichungen (28) und
(29) abgeleitet ist.

Die drei Gleichungen gehoren also zu denjenigen
vollstindigen Differentialgleichungen, welche in der
Einleitung zur ersten Abtheilung meiner Abhandlungen-
sammlung besprochen sind, und welche sich erst dann
integriren lassen, wenn zwischen den Verinderlichen
noch eine andere Relation gegeben und dadurch der
Weg der Verinderung vorgeschrieben ist.

(33)
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Unter den mannichfachen Anwendungen, welche
sich von den Gleichungen (28), (29) und (32) machen
lassen, will ich hier nur eine als Beispiel anfiihren.
Es soll angenommen werden, der Korper édndere in
umkehrbarer Weise durch Druckinderung sein Vo-
lumen, ohne dass ihm dabei Wirme zugeliihrt oder
entzogen werde. Es soll bestimmt werden, welche
Volumeniinderung unter diesen Umstinden durch eine
gewisse Druckiinderung veranlasst wird, und wie
sich die Temperatur dabei dndert, oder allgemeiner,
welche Gleichungen unter diesen Umstinden zwischen
Temperatur, Volumen und Druck stattfinden.

Man erhélt diese Gleichungen sofort, wenn man
in den drei vorhergenannten Gleichungen dQ = o

setzt. Die Gleichung (28) gibt dann:
[ dp

cdT + Al (E-T)—ﬂ dv = o.
Wenn man diese Gleichung durch dv dividirt, so
ist der dadurch entstehende Bruch %g‘- der aul diesen
besonderen Fall beziiglichen Differentialcoefficient von
I' nach v, welchen wir dadurch von anderen Differen-
tialcoeflicienten von I' nach » unterscheiden wollen,

dass wir Q als Index daneben schreiben. Man erhilt

also:
dT\ AT dp\
(%)=~ 7).
Ebenso erhilt man aus der Gleichung (29):

W ()=

Aus der Gleichung (326)? erhalt man zuniichst:
dv c (%);

('&E)f 7 o (dT) ’

dv |-
P
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wofiir man nach (27) schreiben kann:

dv ¢ [dv
0 (5)- (&)
(59) (dP e C\dp/3
Fithrt man in diese Gleichung noch fiir ¢ seinen
Werth aus (31) ein, so geht sie iiber in:

61 ()= (&), 7 ),

§ 11. Wenn man die Gleichungen der beiden
vorigen §§ auf ein vollkommenes Gas anwendet, so
nehmen sie noch bestimmtere und zugleich sehr ein-

fache Formen an.

Fiir diesen FFall hat man zwischen den Grdssen
T, v und p als Ausdruck des Mariotte’schen und
Gay-Lussac’schen Gesetzes die Gleichung:
(38) pv = RT,
worin R eine Constante ist. Hieraus folgt:

(dp)_ﬂ_(tfv)=ﬁ
— ) = — [ — e
dT; () dTF P

dp\ [(dw\ .
d—j—,z);-—ﬂ . dlz);—-— 0.

Verbindet man die beiden letzten Gleichungen
mit den Gleichungen (33), so erhilt man:
dc (dC\
(40) (’3‘;)_“ 03 (Eﬂ)f,_ 0.

T
Hieraus folgt, dass die beiden specifischen Wirmen

¢ und C bei einem vollkommenen Gase nur Functlionen
der Temperatur sein konnen. Aus anderen Griinden,
welche auf besonderen Betrachtungen beruhen, auf
die ich hier nicht eingehen will, ist zu schliessen,
dass die beiden specifischen Wiarmen auch von der
Temperatur unabhingig und somit constant sind, Re-
sultate, welche in Bezug auf die specifische Wirme

(39)
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bei constantem Drucke durch die von Regnault
mit permanenten Gasen angestellten experimentellen
Untersuchungen bestitigt sind.

Wendet man die beiden ersten der Gleichungen
(39) auf die Gleichung (30) an, welche die Beziehung
zwischen den beiden specifischen Wirmen angiebt,
so erhélt man die Gleichung:

c=C — ATE- .. :
P ()
welche in Folge von (38) iibergeht in:
(41) ¢ =C — AR.

Die Gleichungen (28), (29) und (32) gestalten sich
durch Anwendung der beiden ersten der Gleichungen
(3Y) folgendermaassen :

dQ = cdT + AR%dv
T
(42) dQ = CdT — AR—;dp
c C
dQ=—}—z—vdp —I——E—pdv,
worin man noch das Product AR gemiss (41) durch
die Differenz ¢ — ¢ erselzen kann. Von den An-

wendungen dieser Gleichung habe ich in meiner Ab-
handlung ,iiber die bewegende Kraft der Wirme etc.
und in einem in meiner Abhandlungensammlung be-
findlichen Zusatze zu der Abhandlung ,iiber die An-
wendung des Satzes von der Aequivalenz der Ver-
wandlungen auf die innere Arbeit“ schon mehrere
Beispiele gegeben, und ich will daher hier nicht wei~
ter darauf eingehen.

§ 12. Ein anderer Fall, welcher wegen seiner
haufigen Anwendungen von besonderem Inferesse
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ist, ist der, wo mit den Zustandsinderungen des be-
trachteten Korpers eine theilweise Aenderung
des Aggregatzustandes verbunden ist.

Wir wollen annehmen, es sei ein Korper gegeben,
von dem sich ein Theil in einem und der iibrige Theil
in einem andern Aggregatzustande befinde. Als Bei-
spiel kann man sich denken, ein Theil des Korpers
befinde sich im fliissigen und der iibrice Theil im
dampflormigen Zustande, und zwar mit derjenigen
Dichtigkeit, welche der Dampf in Beriihrung mit der
Flissigkeit annimmt ; indessen gelten die aufzustellen-
den Gleichungen auch, wenn ein Theil des Korpers
sich im festen, und der andere im fliissigen, oder ein
Theil im festen und der andere in dampfférmigen
Zustande befindet.

Wir wollen daher der grosseren Allgemeinheit
wegen die beiden Aggregatzustinde, um die es sich
handeln soll, nicht néher bestimmen, sondern sie nur
den ersten und den zweiten Aggregatzustand
nennen.

Es sei also in einem Gefisse von gegebenem Vo-
lumen, eine gewisse Menge des Stoffes eingeschlos-
sen, und ein Theil desselben habe den ersten, und
der andere Theil den zweiten Aggregatzustand. Wenn
die specifischen Volumina, welche der Stoff bei einer
gegebenen Temperatur in den beiden Aggregatzu-
stinden hat, ungleich sind, so konnen in einem ge-
gebenen Raume die beiden, in verschiedenen Aggre-
galzustdnden befindlichen Theile, nicht beliebige, son-
dern nur ganz bestimmte Gréssen haben. Wenn
niamlich der Theil, welcher sich in dem Aggregatzu-
stande von grosserem specifischem Volumen befindet,
an Grosse zunimmt, so wichst damit zugleich der
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Druck, den der eingeschlossene Stofl auf die Umbhiil-
lungswiinde ausiiht, und den er daher auch umge-
kehrt von den Umhillungswiénden erleidet, und es
wird zuletzt ein Punkt erreicht, wo der Druck so
oross ist, dass er den weiteren Uebergang in diesen
Aggregatzustand verhindert. Wenn dieser Punkt
erreicht ist, so konnen, so lange die Temperatur der
Masse und ihr Volumen, d. h. der Rauminhalt des
Gefisses, conslant bleiben, die Grossen der in den
beiden Aggregatzustinden befindlichen Theile sich
nicht weiter dndern. Nimmt dann aber, wihrend die
Temperatur constant bleibt, der Rauminhalt des Ge-
fisses zu, so kann der Theil, welcher sich in dem
Aggregatzustande mit grosserem specifischem Vo-
lumen befindet, noch weiter auf Kosten des anderen
wachsen, bis abermals derselbe Druck, wie vorher,
erreicht und dadurch der weitere Ucbergang ver-
hindert ist.

Hieraus ergiebt sich die Eigenthiimlichkeit, welche
diesen Fall von anderen unterscheidet. W:iihlen wir
niamlich die Temperatur und das Volumen der Masse
als die beiden unabhiingigen Veridnderlichen, durch
welche ihr Zustand bestimmt wird, so ist der Druck
nicht eine Function dieser beiden Verinderlichen,
sondern eine Function der Temperatur allein. Ebenso
verhilt es sich, wenn wir statt des Volumens eine
andere Grosse, welche sich gleichfalls unabbingig
von der Temperatur édndern kann, und mit der Tem-
peratur zusammen den ganzen Zustand des Korpers
bestimmt, als zweile unabhingige Verinderliche wih-
len. Auch von dieser kann der Druck nicht abhédn-
gen. Die beiden Grossen Temperatur und Druck
zusammen konnen in diesem Falle nicht als die bei-

X. 1. 3
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den Verinderlichen, welche zur Bestimmung des
Korperzustandes dienen sollen, gewihlt werden.

Wir wollen nun neben der Temperatur 7 irgend
eine noch unbestimmt gelassene Griosse x als zweite
unabhingige Verinderliche zur Beslimmung des Kor-
perzuslandes wihlen. Betrachten wir dann den in
(19) gegebenen Ausdruck der auf 2T beziiglichen
Werkdifferenz, nédmlich:

dp dv dp dv
Eer— Ay 5o — o TP

; B b ; d
so ist hierin dem Vorigen nach-ﬁf= o zu sefzen, und

wir erhalten also:

dp dv
(43) Bpe doppi~ o

Hiedurch géhen die drei Gleichungen (12). (13) und
(14) iiber in'

(%) o7 (fig) dx (j?‘) A%'%

(5) dT(‘fﬁ) (i) =%

ey L.

—

dx dT dzr

§ 13. Um diesen Gleichungen bestimmtere For—
men zu geben, wollen wir die ganze Gewichtsmenge
des betrelfenden Stoffes M, und den Theil desselben,
welcher in den zweiten Aggregatzustand iiberge-
gangen ist, m nennen, so dass M —m die Grosse
des Theiles ist, welcher sich noch im ersten Aggre-
gatzustande befindet. Die Grosse m wollen wir .als
unabhiingige Verinderliche wiihlen, welche mit 7' zu-
sammen den Zustand des Korpers bestimmt.
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Das specifische (d. h. das auf die Gewichtseinheit
bezogeue) Volumen des Stoffes im ersien Aggregat-
zustande sei mit ¢ und das specilische Volumen im
zweiten Aggregatzustande mit s bezeichnet. Beide
Grossen beziehen sich auf die Temperatur 7' und auf
den dieser Temperatur entsprechenden Druck, und
sind ebenso, wie der Druck, als Functionen der
Temperatur allein zu betrachten. Bezeichnen wir
ferner das Volumen, welches die Masse im Ganzen
einnimm{ mit v, so ist zu setzen:

v= (M — m)6 + ms
= m (s — 6) + M.
Hierin wollen wir noch fir die Differenz s— ¢ das
Zeichen u einfithren, dann kommt:
(47) v = mu + Mo
woraus folgt:
dv
(48) - =

Die Wirmemenge, welche der Masse zugefiihrt
werden muss, wenn eine Gewichtseinheit derselben
bei der Temperatur T und unter dem entsprechenden
Drucke aus dem ersten Aggregatzustande in den
zweiten iibergehen soll, heisse r, dann ist:

d0

(49) S,
Ferner wollen wir die specifische Wirme des Stoffes
in den beiden Aggregatzustinden in die Gleichungen
einfilhren. Die specifische Wirme, um welche es
sich hier handelt, ist aber weder die specifische
Wirme bei constantem Volumen noch die bei con-
stantem Drucke, sondern bezieht sich auf diejenige
Wirmemenge, welche der Stoff zur Erwirmung he-
darf, wenn gleichzeitig mit der Temperatur der Druck
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sich in der Weise indert, wie es die Umstinde des
gegebenen Falles mit sich bringen. Diese Art von
specifischer Wiarme moge in den hier folgenden For-
meln fiir den ersten Aggregatzustand ¢ und fiir den
zweiten A heissen: dann hat man:
dQ
. [
oder anders geordnet:
()  Te=mh— o)+ Me.
Aus (49) und (50) folgt sogleich weiter:
d (dQ\ dr . d (dQ
o dT(dm)_ dr’ﬁ(ﬁ)=h““‘

Durch Einsetzung der vorstehenden in den Glei-
chungen von (48) bis (91) gegebenen Werthe in die
Gleichungen (44), (49) und (46), nachdem in diesen
letzteren m an die Stelle von x geselzt ist, erhilt
man :

(M — m) ¢ + mh

dr dp
f') — - — e —_——
(92) ar T ¢ h = Au 7
dr r
(53) 1T | Ci— h T
54) i A

dT

Dieses sind die Gleichungen, welche ich schon in
meiner ersten Abhandlung iiber die mechanische
Wirmetheorie als die auf die Dampfbildung heziig-
lichen Hauptgleichungen abgeleiiet habe.

Bei den von mir ausgefiihrten numerischen Rech-
nungen, welche sich speciell auf die Verdampfung
des Wassers beziehen, habe ich fir den fliissigen
Aggregatzustand die Art von specifischer Wirme,
um welche es sich in diesen Gleichungen handelt,



Clausius, Hauptgleichungen der mechan. Wirmetheorie. 37

von der specifischen Wirme des Wassers bei con-
stantem Drucke nicht weiter unterschieden. Dieses
Verfahren ist in der That vollkommen gerechtfertigt,
indem in diesem Falle der Unterschied zwischen den
beiden Arten von specifischer Wirme kleiner ist, als
die bei der experimentellen Bestimmung der speci-
fischen Wirme vorkommenden Beobachtungsfehler.1)

1) Man kann die Beziehung zwischen der specifischen Wirme
bei constantem Drucke und derjenigen specifischen Warme, bei
welcher vorausgesetzt wird, dass der Druck in der Weise mit der
Temperatur zunimmt, dass er immer gleich dem Maximum der
Spannkraft des von der Flissigkeit sich entwickelnden Dampfes
ist, leicht aus den obigen Gleichungen ableiten.

Nach Gleichung (29) wird die Warmemenge, welche man der
Gewichtseinheit der Fliissigkeit mittheilen muss, wahrend die Tem-
peratur um dT und der Druck um dp wiachst, bestimmt durch:

d
dQ = CdT — AT(—U)__dp,

dTP

worin C die specifische Warme bei constantem Drucke bedeutet.
Denken wir uns nun, dass der Druck in der Weise mit der Tem-
peratur zunimmt, wie das Maximum der Spannkraft des Dampfes,
und bezeichnen diese Druckzunahme bei der Temperalurzunahme
d ; : 2
um dT mit -&%dT, so wird die Warmemenge, welche man der
Gewichtseinheit Flissigkeit unter diesen Umstanden mittheilen
muss, um ihre Temperatur um dTI zu erhobhen, dargestellt durch:

dv dp
dQ = CdT — AT (E); E—de.

Dividirt man diese Gleichung durch dT, so ist der dadurch ent-

dQ

stehende Bruch—d—f die hier in Betracht kommende specifische

Wirme, welche im Texle mit ¢ bezeichnet ist, Wir erbhalten also:

dv dp'
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Bildet man'die vollstindige Differentialgleichung :

_ 40 . 40
dQ = —£dm + —dT

Wenden wir dieses speciell auf das Wasser an, und wahlen
dabei z. B. die Temperatur 100°, so ist nach den Versuchen von
Kopp der Ausdehnungscoefficient des Wassers bei 100°, wenn
man das Volumen des Wassers bei 4° als Einheit nimmt, 0,00080.
dv
arT
ein Cubikmeter als Volumeneinheit und ein Kilogramm als Ge-
wichtseinheit gilt, mit 0,001 multipliciren, also ist

Diese Grosse muss man, um ( )__ fur den Fall zu erhalten, wo
P

W\ 0.00000080
daTl ); e 3

Ferner ergiebt sich aus der Spannungsreihe von Regnault, wenn
man den Druck in Kilogrammen auf ein Quadratmeter darstellt,
fir die Temperatur 100°:

dp P

-'t—t'i: = 370.
Die absolute Temperatur T bei 100° ist angenahert gleich 373 und

fir A wollen wir nach Joule annehmen 1/,2;, dann erbalten wir:

AT (2 2P BI¥ 60000080 . 570==0.00008
aT ;' dTI' = 424 ' ' i '

Hieraus folgt:
¢c=0C— 0,00026,

und wenn wir nun fir die specifische Wiarme des Wassers bei
constantem Drucke bei 100° den aus der Regnault’schen empi-
rischen Formel hervorgehenden Werth annehmen, so erhalten wir
fur die beiden zu vergleichenden specifischen Warmen, folgende
zusammengehorige Werthe:

C= 1,018

¢c = 1,01274.
Man sieht hieraus, dass diese beiden Grossen einander so nahe
gleich sind, dass es keinen Nutzen gehhbt haben wirde, die zwi-
schen ihnen bestehende Differenz in meinen numerischen Rech-
nungen zu beriicksichtigen.

Bei den Betrachtungen iiber den Einfluss des Druckes auf das
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und setzt darin die Werthe aus (49) und (50) ein, so
kommt:

dQ = rdm + [m (h — ¢) + Mc] dT.

Gefrieren der Flissigkeiten verhadlt es sich in sofern anders, als
eine bedeutende Aenderung des Druckes den Gefrierpunkt nur sehr

wenig andert, und daher der Differentialcoefficient ::_p fur diesen

Fall einen sehr grossen Werth hat. Das Verfahren, welches ich
in meiner auf diesen Gegenstand beziiglichen Notiz (Pogg. Ann
Bd. LXXXI) angewandt habe, dass ich auch in diesem Falle fur ¢
und h bei der numerischen Rechnung dieselben Werthe benutzt
babe, welche man als die specifische Warme des Wassers und des
Eises bei constantem Drucke kennt, ist daher elwas ungenau, und ich
muss die Bemerkung, welche ich in dem in meiner Abhandlungen-
sammlung befindlichen Zusatze zu dieser Noliz gemacht habe, dass
die Verschiedenheit nur sehr unbedeulend sein konne, modifici-
ren. Nimmt man gemass der in jener Noliz ausgefubrten Rech-
nung an, dass fiir eine Druckzunahme um eine Atm. der Gefrier-
punkt um 0,°00733 sinkt, so hal man zu setzen:
dp 10333
aT ~—  0,00733
Bringt man diesen Werth, in derselben Weise, wie es vorher ge-
schehen ist, mit den Ausdehnungscoefficienten des Wassers und
Eises bei 0° in Verbindung, so erhalt man statt der Zahlen 1 und
0,48, welche fur Wasser und Eis die specifische Warme bei con-
stantem Drucke darstellen, folgende Werthe:
¢c=1— 0,05 = 0,95
h— 0,48 4+ 0,14 = 0,62.
Durch Anwendung dieser Werthe auf die Gleichung:
-tE-: ;: — h + 4
arT T
ergiebt sich statt des in jener Notiz gegebenen Resultates:
ar- __
ar 0,52 4+ 0,29 = 0,81
folgendes etwas abweichendes Resultat:
dr

0,33 0,29 = 0,62.
dT T
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Hierin fiir h—c¢ den aus (33) hervorgehenden Werth
gesetzt, giebt:

dr r
dQ = rdm +[m(ﬁ_7) + Mc] dT,
welche Gleichung man auch so schreiben kann:

(909) dQ = d (mr) n;‘ dT' + McdT

oder noch kiirzer:

56)  dQ = Td ("-’;lj-) + MedT.

Auf die Anwendungen dieser Gleichungen will
ich hier nicht eingehen, weil in meinen ersten Ab-
handlungen und in der Abhandlung iiber die Dampf-
maschinen weitldulig davon die Rede gewesen ist.

§ 14. Alle vorstehenden Betrachtungen bezogen
sich auf Veridnderungen, welche in umkehrbarer Weise
vor sich gehen. Wir wollen nun auch noch die nicht
umkehrbaren Verdnderungen in den Kreis der
Betrachtungen ziehen, um wenigstens der Hauptsache
nach kurz anzugeben, wie sie zu behandeln sind.

Bei mathematischen Untersuchungen iiber nicht
umkehrbare Veriinderungen handelt es sich vorzugs-
weise um zwei Umstidnde, welche zu eigenthiimlichen

Ich habe diese Gelegenheit ergriffen, um eine kleine Ungenauigkeit,
auf welche ich erst in neuerer Zeit aufmerksam geworden bin, zu
corrigiren. Indessen sieht man leicht, dass dieselbe sich nur auf
eine einzeln slehende numerische Rechnung bezieht, und zwar auf
die Berechnung einer Gleichung, von der ich selbst in jener Notiz
gesagt habe, dass sie practisch ohne Bedeutung sei, und nur theo-
relisch der Erwahnung verdiene. Die Gleichung selbst, und die
auf sie beziigliche theoretische Betrachtung wird durch diese Cor-
rection nicht beriihrt.
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Grossenbestimmungen Veranlassung geben. Erstens
sind die Wéarmemengen, welche man einem verédnder-
lichen Korper mittheilen resp. entziehen muss, bei
nicht umkehrbaren Veridnderungen andere, als wenn
dieselben Verinderungen in umkehrbarer Weise ge-
schehen. Zweitens ist jede nicht umkehrbare Ver-
dnderung mit einer uncompensirten Verwandlung ver-
bunden, deren Kenntniss bei gewissen Belrachtungen
von Wichtigkeit ist.

Un die anf diese beiden Umstinde beziiglichen
annalytischen Ausdriicke anfithren zu konnen, muss
ich zunichst an einige in den bisher von mir avfge-
stellten Gleichungen enthaltene Grissen erinnern.

Eine derselben, welche sich auf den erzten Haupt-
satz bezieht, ist die schon im Anfange dieser Abhand-
lung besprochene, in Gleichung (I.) enthaltene Grosse
U, welche den Wirme- und Werkinhalt oder die
Energie des Korpers darstellt. Zur Bestimmung dieser
Grosse ist die Gleichung (I.) anzuwenden, welche
wir so schreiben konnen:

(57) dU = dQ — dw
oder, wenn wir sie uns integrirt denken:
(98) U= U, + Q — w.

Hierin stellt U, den Werth der Energie fiir einen
willkiirlich gewiihlten Anfangszustand des Korpers
dar, und Q und w bedeuten die Wirmemenge, welche
man dem Korper mittheilen muss, und das éussere
Werk, welches gethan wird, wihrend der Korper
auf irgend eine umkehrbare Weise aus jenem An-
fangszustande in den gegenwirtigen Zustand iiber-
geht. Der Korper kann, wie oben gesagt wurde,
selbst wenn festgesetzt ist, dass die Verinderungen
umkehrbar sein sollen, doch noch auf unendlich vielen
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verschiedenen Wegen aus dem einen Zustande in
den anderen iibergefiihrt werden, und aus allen diesen
Wegen kann man denjenigen auswiéhlen, welcher
fur die Rechnung am bequemsten ist.

Die andere hier in Betracht kommende Grosse,
welche sich auf den zweiten Hauptsatz bezieht, ist
in der Gleichung (lla.) enthalten. Wenn nimlich,

wie die Gleichung (lla.) aussagt, das Integral f%‘?

jedesmal gleich Nvll wird, so oft der Korper, dessen
Verinderungen von irgend einem Anfangszustande
beginnen, nach Durchlaufung beliebiger anderer Zu-
stinde wieder in den Anfangszustand zuriick gelangt,
so muss der unter dem Integralzeichen stehende Aus-

d : .
druck TQ das vollstinde Differential einer Grosse

sein, welche nur vom augenblicklich stattfindenden
Zustande des Korpers, und nicht von dem Wege,
aul welchem er in denselben gelangt ist, abhingt.

Bezeichnen wir -diese Grosse mit S, so konnen wir
setzen:

(59) as = 3
oder, wenn wir uns diese Gleichung fir irgend einen
umkehrbaren Vorgang, durch welchen der Korper
aus dem gewihlten Anfangszustande in seinen gegen-
wirticen Zustand gelangen kann, integrirt denken,
und dabei den Werth, welchen die Griosse S im An-
fangszustande hat, mit S, bezeichnen:

(60) 5= s, + 2.

Diese Gleichung ist in ganz analoger Weise zur Be-
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stimmung von S anzuwenden, wie die Gleichung
(98) zur Bestimmung von U.

Die physikalische Bedeutung der Grosse S ist in
meiner Abhandlung ,iiber die Anwendung des Satzes
von der Aequivalenz der Verwandlungen auf die
innere Arbeit“ des Niheren besprochen. Die in die-
ser Abhandlung unter (Il.) gegebene Fundamental-
gleichung, welche fir alle in umkehrbarer Weise
stattfindende Zustandsinderungen eines Korpers gilt,
lautet, wenn man in der Bezeichnung die kleine Aen-
derung macht, dass man nicht die von dem veréander-
lichen Korper nach aussen abgegebene Wirme, son-
dern vielmehr die von ihm aufgenommene Wirme
als posiliv rechnet, folgendermaassen :

(61) J‘QIQ—: g;[,J'—+ dZ.
Die beiden hierin an der rechten Seite stehenden
Integrale sind die auf den vorliegenden Fall beziig-
lichen Werthe zweier in jener Abhandlung neu ein-
gefithrter Grossen.

Im ersten Integrale bedeutet H die im Korper
wirklich vorhandene Wirme, welche, wie ich nach-
gewiesen habe, nur von der Temperatur des Korpers
und nicht von der Anordnung seiner Beslandtheile
abhingt. Hieraus folgt, dass der Ausdruckilfl;- ein
vollstindiges Differential ist, und dass man somit,
wenn man fiir den Uebergang des Korpers aus einem

iIm Voraus gewahlten Anfangszustande in seinen
gegenwiirtigen Zustand das Integral ﬁgbildet,dadurch

eine Grosse erhill, welche durch den gegenwirtigen
Zustand des Korpers vollkommen™ bestimmt ist, ohne
dass man die Art, wie der Uebergang in diesen Zu-
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stand stattgefunden hat. zu kennen braucht. Diese
Grosse habe ich aus Griinden, welche in der ge-
nannten Abhandlung auseinander gesetzt sind, den
Verwandlungswerth der im Korper vorhandenen
Wirme genannt.

Was die Wahl des Anfangszustandes fir die Inte-
gration anbetrifft, so wiirde es nahe liegen, von dem
Zustande auszugehen, bei dem H = o ist, also von
dem absoluten Nullpunkte der Temperatur; aber fiir
diésen Fall wird das Integral i;gunendlich eross. Man
muss daher, wenn man e¢inen endlichen Werth er-
halten will, von einem Anfangszustande beginnen,
bei welchem die Temperatur schon einen angebbaren
Werth hat. Das Integral stellt dann nicht den Ver-
wandlungswerth der ganzen im Korper befindlichen
Wirmemenge dar, sondern nur den Verwandlungs-
werth derjenigen Wirmemenge, welche der Korper
in seinem gegenwiirticen Zustande mehr enthalt, als
in jenem Anfangszustande, was ich dadurch ausge-
driickt habe, dass ich das so gebildete Integral den
Verwandlungswerth der von dem gegebe-
nen Anfangszustande an gerechneten Kor-
perwirme genannt habe. Wir wollen diese Grosse
der Kiirze wegen mit Y bezeichnen.

Die in dem zweiten Integrale vorkommende Grosse
Z habe ich die Disgregation des Korpers genannt.
Sie hingt von der Anordnung der Bestandtheile des
Korpers ab, und das Maass einer Disgregationsver-
mehrung ist der Aequivalenzwerth derjenigen Ver-
wandlung aus Werk in Wirme, welche stattfinden
muss, um die Disgregationsvermehrung wieder riick-
géingig zu machen, welche also als Ersatz der Dis-
gregationsvermehrung dienen kann. Hiernach kann
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man sagen, die Disgregation sei der Verwandlungs-
werth der gerade stattfindenden Anordnung der Be-
standtheile des Korpers. Da man bei der Bestim-
mung der Disgregation auch von irgend einem Zu-
stande des Korpers als Anfangszustande ausgehen
muss, so wollen wir annehmen, der dazu gewdhlte
Anfangszustand sei derselbe, wie der, von welchem
man bei der Bestimmung des Verwandlungswerthes
der im Korper vorhandenen Wirme ausgegangen ist.

Bilden wir nun aus den oben besprochenen Gros-
sen ¥ und Z die Summe, so ist diese die vorher ge-
nannte Grosse S. Gehen wir namlich zur Gleichung
(61) zuriick, und nehmen der Allgemeinheit wegen
an, der Anfangszustand der Verinderung, auf welche
sich die in dieser Gleichung befindlichen Integrale
beziehen, brauche nicht gerade derselbe zu sein, wie
derjenige Anfangszustand, von welchem man bei der
Bestimmung von Y und Z ausgegangen ist, sondern es
handele sich um eine Verédnderung, deren Anfang ein
canz beliebiger sei, wie er sich bei irgend einer spe-
ciellen Untersuchung gerade dargeboten hat, so kon-
nen wir fiir die an der rechten Seite stehenden In-

tegrale schreiben:
dH
J‘T =Y —Y,und dZ=2 — 2, ,

worin ¥, und Z, die Werthe von ¥ und Z sind,
welche dem Anfangszustande entsprechen. Dadurch
geht die Gleichung (61) iiber in:

62) | =X+2— (¥ + Z)
Setzt man hierin:

(63) Y4+ Z='S
und entsprechend:

Yﬂ +Zﬂ. =Sﬂ’



46 Clausius, Hauptgleichungen der mechan. Warmetheorie.

so erhélt man die Gleichung:

(64) fd—TQ =85 — S,

welche, nur etwas anders geordnet, dieselbe ist, wie
die unter (60) angefiihrte zur Bestimmung von S die-
nende Gleichung.

Sucht man fiir S einen bezeichnenden Namen, so
konnte man, édhnlich wie von der Grosse U gesagt
ist, sie sei der Wirme- und Werkinhalt des
Korpers, von der Grosse S sagen, sie sei der Ver-
wandlungsinhalt des Korpers. Da ich es aber
fiir besser halte, die Namen derartiger fiir die Wis-
senschaft wichtiger Grossen aus den alten Sprachen
zu entnehmen, damit sie unverédndert in allen neuen
Sprachen angewandt werden konnen, so schlage ich
vor, die Grosse S nach dem griechischen Worte
n toonn, die Verwandlung, die Entropie des Kor-
pers zu nennen. Das Wort Entropie habe ich ab-
sichtlich dem Worte Energie moglichst dhnlich ge-
bildet, denn die beiden Grossen, welche durch diese
Worte benannt werden sollen, sind ihren physikali-
schen Bedeutungen nach einander so nahe verwandt,
dass eine gewisse Gleichartigkeit in der Benennung
mir zweckméssig zu sein scheint.

Fassen wir, hevor wir weiter gehen, der Ueber-
sichtlichkeit wegen noch einmal die verschiedenen
im Verlaufe der Abhandlung besprochenen Grossen
zusammen, welche durch die mechanische Wirme-
theorie entweder neu eingefiihrt sind, oder doch eine
verinderte Bedeutung erhalten haben, und welche
sich alle darin gleich verhalten, dass sie durch den
~augenblicklich stattfindenden Zustand des Korpers
bestimmt sind, ohne dass man die Art, wie der Kor-
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per in denselben gelangt ist, zu kennen braucht, so
sind es folgende sechs: 1) der Wiarmeinhalt, 2)
der Werkinhalt, 3) die Summe der beiden vorigen,
also der Wéirme- und Werkinhall oder die
Energie; 4) der Verwandlungswerth des
Wirmeinhaltes, 9) die Disgregation, welche
als der Verwandlungswerth der stattfindenden An-
ordnung der Bestandtheile zu betrachten ist, 6) die
Summe der beiden vorigen, also der Verwand-
lungsinhalt oder die Entropie.

§ 15. Um die Energie und Entropie fiir beson-
dere Fille zu bestimmen, hat man neben den Glei-
chungen (97) und (59), resp. (98) und (60), die ver-
schiedenen im Obigen fiur dQ gegebenen Ausdriicke
zu benutzen. Ich will hier nur einige einfaghe Fille
als Beispiele behandeln.

Wenn der betrachtete Korper ein homogener Kor-
per von durchweg gleicher Temperatur ist, auf wel-
chen als einzige fremde Kraft ein gleichméssiger und
normaler Oberflichendruck wirkt, und welcher bei
Aenderung der Temperatur und des Druckes sein
Volumen éndern kann, ohne dabei eine theilweise
Aenderung des Aggregatzuslandes zu erleiden, und
wenn dazu noch das Gewicht des Korpers als eine
Gewichtseinheit vorausgesetzt wird, so kann man
fiir dQ die in § 9 gegebenen Gleichungen (28), (29)
und (32) anwenden. In diesen Gleichungen kommt
die dort mit ¢ bezeichnete specifische Wirme bei con-
stantem Volumen und die mit € bezeichnete speci-
fische Wirme bei constantem Druck vor, und da ge-
wohnlich die letztere specilische Wirme diejenige
ist, welche man unmittelbar durch Beobachtungen
bestimmt hat, so wollen wir die Gleichung, in der
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sie vorkommt, anwenden, nédmlich (29), welche
lautet:
dQ = CdT — AT dp.1)
dT
Was ferner das dussere Werk anbetrifft, so hat man
fiir eine unendlich kleine Zustandsidnderung, bei wel-
cher sich das Yolumen sich um dv édndert, zu setzen:
dw = Apdv, '
und wenn man T und p als unabhingige Verinder-
liche gewiihlt hat, so kann man dieser Gleichung
folcende Form geben:
dv dv
dw = Ap (ﬁ dT' + -y dp)-
Wendet man diese Ausdriicke von dQ und dw auf
die Glejchungen (37) und (59) an, so erhalt man:

dv dv dv
dU = (C——Ap dr)dT——A(Tﬁ pdp)dp
¢

G e e g Y
S = TdT Adep

Unter Beriicksichtigung der in (33) zu unterst
stehenden Gleichung, namlich:

dC AT d2y

e

iiberzeugt man sich leicht, dass diese beiden vollstin-
digen Differentialgleichungen integrabel sind, ohne

dass man dazu noch eine weitere Beziehung zwischen

(09)

1) Ich schreibe hier slatt des in (29) angewandten Zeichens

dv dv
(di‘) einfach a7’ weil in einem Falle, wo nur T und p als un-

abhangige Veranderliche vorkommen, es sich von selbst versteht,
dass bei der Differentation nach I' die andere Veranderliche p als
constant vorausgesetzt ist,.
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den Veriinderlichen anzunehmen braucht. Durch Aus-
fihrung der Integration gewinnt man Ausdriicke von
U und S, deren jeder nur noch eine unbestimmt blei-
bende Constante enthélt, niamlich den Werth, welchen
die betreffende Grosse U oder S in dem als Aus-
gangspunkt der Integration gewiihlten Anfangszustande
des Korpers hatl.

Ist der Korper ein vollkommenes (Gas, so geslal-
ten sich die Gleichungen einfacher. Man kann sie
entweder dadurch erhalten, dass man die Gleichungen
(63) mit der das Mariotle’sche und Gay-Lussac-
sche Geselz ausdriickenden Gleichung pv = RT in
Verbindung bringl, oder dadurch, dass man auf die
Gleichungen (57) und (59) zuruckgeht, und darin an
die Stelle von dQ einen der schon oben fiir vollkom-
mene (Gase abgeleitelen und in den Gleichungen (42)
enthallenen Ausdriicke, und zugleich fir dw einen der
drei Ausdriicke AR —Z;dv; AII(dT ;1 dp); Apdv ein-
setzt. Wihlt man von den Gleichungen (42) die zu
oberst stehende, welche fiir den vorliegenden Fall die
bequemste ist, so komml:

dl/ = ¢dT
. ] |
(06 )dS == c——,.-lT - AR—?w :

Die Integration dieser Gleichungen lisst sich, da
¢ und AR constant sind, sofort ausfithren, und giebt,
wenn man die Werthe von U/ und S im Anfangszu-
stande, in welchem T'= T, und v = v, isl, milt U, und
So bezeichnet :

) U=U, +c¢c (T — T,

T

(o] S=28, +clog—" Amng—fﬁ-
I Vo
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Als letzten speciellen Fall wollen wir den behan-
deln, auf welchen sich die §§ 12 und 13 beziehen,
wo der betrachtete Korper eine Masse M ist, von
welcher sich der Theil M — m in einem und der Theil
m in einem anderen Aggregalzustande befindet, und
wo der Druck, unter dem die ganze Masse steht, nur
von der Temperatur abhéngt.

Wir wollen annehmen, zu Anfange befinde sich
die ganze Masse M im ersten Aggregatzustande, und
habe die Temperatur T, und zugleich stehe sie unter
dem Drucke, welcher dieser Temperatur entspricht.
Die Werthe der Energie und Entropie in diesem An-
fangszustande seien mit U, und S, bezeichnet. Dann
- wollen wir uns denken, dass der Korper auf folgen-
dem Wege aus diesem Anfangszustande in seinen
Endzustand gebracht werde. Der Korper soll zunéchst,
wihrend die ganze Masse immer im ersten Aggregat-
zustande bleibt, von der Temperatur 7, auf die Tem-
peratur T gebracht werden, und dabei soll sich der
Druck in der Weise éndern, dass er in jedem Augen-
blicke die Grosse hat, welche der gerade staltfinden-
den Temperatur entspricht. Darauf soll bei der Tem-
peratur T ein Theil der Masse, nimlich der Theil m,
aus dem ersten in den zweiten Aggregalzustand iiber-
gehen. Diese beiden Verédnderungen wollen wir ein-
zeln betrachten, indem wir dabei die in § 13 einge-
fiihrte Bezeichnung anwenden.

Wihrend der zuerst erwihnten Temperaturinde-
rung hat man die Gleichung:

dQ = MecdT
anzuwenden. Die hierin vorkommende Grosse c ist
die specilische Wirme des Korpers im ersten Aggre-
gatzustande fir den Fall, wo der Druck wihrend
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der Temperaturinderung sich in der oben angegehe-
nen Weise édndert. Von dieser Grosse ist in der An-
merkung zu § 13 die Rede gewesen, und man kann
nach dem, was dort nachgewiesen ist, fiir den Fall,
wo der erste Aggregatzustand der fliissige oder feste
und der zweite der luftformige ist, fir ¢ in numeri-
schen Rechnungen ohne Bedenken die specifische
Wirme des fliissigen oder festen Korpers bei con-
stantem Drucke setzen. Nur wenn es sich um sehr
hohe Temperaluren handelt, bei denen -die Dampf-
spannung mit der Temperatur sehr schnell wiichst,
kann der Unterschied zwischen der specifischen Wirme
¢ und der specifischen Wiarme bei constantem Drucke
so erheblich werden, dass man ihn beriicksichtigen
muss. Aus der vorstehenden Gleichung folgt, wenn
man zugleich bedenkt, dass mit der Temperaturzu-

’ d
nahme dT eine Volumenzunahme M—ﬁ,-dl' und somit
i dﬁ ¥ -
das #dussere Werk MAp ?Fd] verbunden ist:
| do
dl = = =
U M(c Ap w,)d:
C
dS — M —d
S=M 7 1

Fir die bei der Temperatur 7 stattfindende Aende-
rung des Aggregatzustandes hat man:

dQ = rdm.

Hieraus folgt, da die Zunahme des im zweilen Aggre-
galzuslande befindlichen Theiles um dm eine Volu-
menzunahme um udm und somit ein durch Apudm dar-
geslelltes dusseres Werk bedingt:

dU = (r — Apu) dm.



52 Clausius, Hauplgleichungen der mechan. Wirmetheorie.

Wendet man hierauf, um die Grosse » durch andere
experimenlell besser bekannie Grossen zu ersetzen,
die Gleichung (94) an, nach welcher man hat:

r -

dp ,
T-d—z;

Au =

s0 kommt :

dp
PYE

Zugleich ergiebt sich fiir dS aus jenem Ausdrucke
von dQ unmittelbar:

dU =r (1 P )dm.

.
dS = — dm.
11
Die beiden auf den ersten Process beziiglichen
Differentialgleichungen miissen nach 7 von 7, bis T,

und die auf den zweiten Process beziiglichen nach
m von o bis m integrirt werden, und man erhélt also:

,. T
{ :
dé \ ,.. i p
U= U, + Mj‘(c -—Ap—dT)dl + mr(l-— -—dp—)
To '

(68) o

I

c mr
= dT + —--')
S Sﬂ + M‘f 11 ] + 71

To

W

1) In einer mathematischen Entwickelung von Bauschinger,
welche im zweiten diesjihrigen Hefte von Schlomilch's Zeit-
schrift fir Math. und Phys. erschien, als diese Abhandlung schon
vollendet war, kommen ebenfalls Bestimmungen der hier bespro-
chenen Grossen vor. Ich werde mir erlauben iuber diese Enl-

wickelung in einer besonderen, spiler zu veroffentlichenden Note
einige Bemerkungen zu machen,
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§ 16. Nehmen wir nun an, dass auf eine der
vorstehend angedeuteten Weisen die Grossen U und
S fiir cinen Korper in seinen verschiedenen Zustin-
den bestimmt seien, so kann man die Gleichungen,
welche fiir nicht umkehrbare Verdanderungen gel-
ten, ohne Weiteres hinschreiben.

Die Hauptgleichung (1.) und die aus ihr durch In-
tegration hervorgegangene Gleichung (38), welche wir
jetzt so ordnen wollen:

(69) 0=U0—U, +w,

ailt eben so gut fiir nicht umkehrbare, wie fiir um-
kehrbare Verinderungen. Der Unterschied besteht
nur darin, dass von den an der rechten Seite stehen-
den Grossen das idussere Werk » in dem Falle, wo
eine Verdnderung in nicht umkehrbarer Weise vor
sich geht, einen anderen Werth hat, als in dem Falle,
wo dieselbe Verdnderung in umkehrbarer Weise ge-
schieht. In Bezug auf die Differenz U— U, findet
eine solche Ungleichheit nicht statt. Sie ist nur vom
Anfangs- und Endzustande und nicht von der Art
des Ueberganges abhidngig. Man braucht also die
Art des Ueberganges nur soweit in Betracht zu zie-
hen, wie nothig ist, um das dabei gethane dussere
Werk zu bestimmen, und indem man dann dieses
dussere Werk zu der Differenz U — U, addirt, erhalt
man die gesuchte Wirmemenge Q, welche der Kor-
per wihrend des Ueberganges aufnehmen muss.

Was ferner die bei irgend einer nicht umkehr-
baren Verdnderung eingetretene uncompensirte

Verwandlung anbetrifft, so erhilt man dieselbe
folgendermaassen.

Der Ausdruck derjenigen uncompensirten Ver-
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wandlung, welche in einem Kreisprocesse eintreten
kann, ist in meiner Abbandlung .iiber eine verédnderte
Form des zweiten Hauptsatzes der mechanischen
Wirmetheorie“ in Gleichung (11) gegebent!). Wenn
wir in dieser Gleichung dem Differentiale dQ das ent-
gegengesetzte Vorzeichen geben, weil dort eine von
dem Korper an ein Wirmereservoir abgegebene
Wirmemenge positiv gerechnet ist, wihrend wir hier
eine von dem Korper aufgenommene Wirmemenge
positiv rechnen, so lautet sie:

70) N = f "T -

Wenn nun der Korper eine Verinderung oder
eine Reihe von Veridnderungen erlitten hat, welche
nicht einen Kreisprocess bilden, sondern durch welche
er in einen Endzustand gelangt ist, der vom Anfangs-
zustande verschieden ist, so kann man aus dieser
Reihe von Veridnderungen nachtrédglich einen Kreis-
process machen, wenn man noch solche Verinderun-
gen hinzufigt, durch welche der Korper wieder aus
dem erreichten Endzustande in seinen Aufangszustand
zuriickgefilhrt wird. Von diesen neu hinzugefiiglen
Verinderungen, welche den Korper in den Anfangs-
zustand zuriickfiihren, wollen wir annehmen, dass sie
in umkehrbarer Weise slaltiinden.

Wenden wir auf diesen so gebildeten Kreisprocess
die Gleichung (70) an, so konnen wir das darin vor-
kommende Integral in zwei Theile theilen, von denen
sich der ersle auf den urspriinglich gegebenen Hin-

) Pogg. Annalen Bd. XCIII, Seite 499 und Abhandlungen-
sammlung Theil I, S. 145.
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gang des Korpers aus dem Anfangszustande in den
Endzustand, und der zweite aul den von uns hinzu-
geliigten Riickgang aus dem Endzustande in den An-
fangszustand bezieht. Wir wollen diese beiden Theile
als zwei gelrennte Integrale schreiben, und das zweite,
nimlich das auf den Riickgang beziigliche, dadurch
vom ersten unterscheiden. dass wir an das Integral-
zeichen den Buchstaben r als Index schreiben. Da-
durch geht die Gleichung (10 ) iiber in:

N

Da nun der Riickgang in umkehrharer Weise statt-
finden soll, so konnen wir auf das zweite Integral
die Gleichung (64) anwenden, nur mit dem Unter-
schiede, dass wir, wenn S, die Entropie im Anfangs-
zustande und S die Entropie im Endzustande bedeu-
tet, slalt der Differenz § — S, die dem Vorzeichen
nach entgegengesetzte Differenz S, — S setzen miis—
sen, weil das hier in Rede stehende Integral rick-
wiirts vom Endzustande bis zum Anfangszustande zu
nehmen ist. Wir haben also zu schreiben:

dQ
25 s

Durch diese Substitution geht die vorige Gleichung
uber in:

(7[) N=S-— S8, —J"JTQ'

Die auf diese Weise bestimmte Grosse N bedeutet
zunichst die in dem ganzen Kreisprocesse einge-
trelene uncompensirte Verwandlung. Da nun aber



56 Clausius, Hauptgleichungen der mechdn. Wirmétheorie.

fir solche Veridnderungen die in umkehrbarer Weise
‘geschehen, der Satz gilt, dass die Summe der in
ihnen vorkommenden Verwandlungen Null ist, also
lkeine uncompensirte Verwandlung in ihnen entstehen
kann, so hat der als umkehrbar vorausgesetzte Riick-
gang nichts zur Vermehrung der uncompensirten
Verwandlung beigetragen, und die Grosse N stellt
somit die gesuchte uncompensirte Verwandlung dar,
welche bei dem gegebenen Uebergange des Korpers
aus dem Anfangszustande in den Endzustand einge-
treten ist. In dem gefundenen Ausdrucke ist wieder
die Differenz § — S, vollstindig bestimmt, wenn der
Anfangs- und Endzustand gegeben ist, und nur bei

: d : ;
der Bildung des Integrals —12 muss die Art, wie der
Uebergang aus dem einen in den anderen stattgefun-

den hal, beriicksichligt werden.

§ 17. Zum Schlusse mochte ich mir noch erlau-
ben, einen Gegenstand zu berithren, dessen vollstin-
dige Behandlung hier freilich nicht am Orte sein wiirde,
indem die dazu nothigen Auseinanderselzungen zu
umfangreich sein wiirden, von dem ich aber doch
olaube, dass selbst die nachfolgende kurze Andeu-
tung nicht ohne Interesse sein wird, indem sie dazu
beitragen kann, die allgemeine Wichtigkeit der Gros-
sen, welche ich bei der Formulirung des zweilen
Hauptsatzes der mechanischen Wirmelheorie einge-
fihrt habe, erkennen zu lassen.

Der zweite Hauptsatz in der Gestalt, welche ich
ihm gegeben habe, sagt aus, dass alle in der Natur
vorkommmenden Verwandlungen in einem gewissen
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Sinne, welchen ich als den positiven angenommen
habe, von selbst, d. h. ohne Compensation, geschehen
konnen, dass sie aber im entgegengeselzten, also
negaliven Sinne nur in der Weise staltfinden konnen,
dass sie durch gleichzeitig slatilindende positive Ver-
wandlungen compensirt werden. Die Anwendung
dieses Satzes aul das gesammte Weltall, fihrt zu
einem Schlusse, auf den zuerst W. Thomson auf-
merksam gemacht hat,!) und von dem ich schon in
einer vor Kurzem verdffentlichten Abhandlung ge-
sprochen habe.?) Wenn niéimlich bei allen im Weltall
vorkommenden Zustandsinderungen die Verwandlun-
oaen von einem bestimmten Sinne diejenigen vom ent-
cegengesetzien Sinne an Grosse iiberlreffen, so muss
der Gesammtzustand des Weltalls sich immer mehr in
jenem ersteren Sinne éindern, und das Weltall muss
sich * somit ohne Unterlass einem Grenzustande
néihern.

Es fragt sich nun, wie man diesen Grenzzustand
einfach und dabei doch bestimmt charakterisiren kann.
Dieses kann dadurch geschehen, dass man die Ver-
wandlungen, wie ich es gethan habe, als mathema-
tische Grossen betrachlet, deren Aequivalenzwerlhe
sich berechnen und durch algebraische Addition zu
einer Summe vereinigen lassen.

Solche Rechnungen habe ich in meinen bisherigen
Abhandlungen in Bezug auf die in den Korpern vor-
handene Wirme und die Anordnung der Bestandtheile

1) Phil. Mag. 4". Ser. Vol. IV. p. 304.
2) Pogg. Ann. Bd. CXXI S. 1 und Abhandlungensammlung
Theil I, Abhandl. VIII.
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der Korper ausgefiihrt. Es haben sich dabei fir jeden
Korper zwei Grossen ergeben, der Verwandlungs-
werth seines Wirmeinhaltes und seine Disgregation,
deren Summe seine Entropie bildet. Hiermit ist aber
die Sache noch nicht erschopit, sondern die Betrach-
tung muss auch noch auf die strahlende Wirme,
oder, anders ausgedriickt, auf die in der Form von
fortschreilenden Schwingungen des Aethers durch
den Weltenraum verbreitete Wirme, und ferner auf
solche .Bewegungen, die nicht unter dem Namen
Wirme zu begreifen sind, ausgedehnt werden.

Die Behandlung der lelzteren wiirde sich, wenig-
stens soweil es sich um Bewegungen ponderabler
Massen handelt, kurz abmachen lassen, indem man
durch nahe liegende Belrachtungen zu folgendem
Schlusse gelangt. Wenn eine Masse, welche so gross
ist, dass ein Alom dagegen als verschwindend -klein
betrachtet werden kann, sich als Ganzes bewegt, so
ist der Verwandlungswerlh dieser Bewegung gegen
ihre lebendige Kraft gleichermaassen als verschwin-
dend klein anzusehen; woraus folgt, dass, wenn eine
solche Bewegung sich durch irgend einen passiven
Widerstand in Wirme umsetzt, dann der Aequivalenz-
werth der dabei eingetretenen uncompensirten Ver-
wandlung einfach durch den Verwandlungswerth der
erzeugten Wirme dargestellt wird. Die strahlende
Wirme dagegen ldsst sich nicht so kurz behandeln,
indem es noch gewisser besonderer Belrachtungen
bedarf, um angeben zu konnen, wie ihr Verwand-
lungswerth zu bestimmen ist. Obwohl ich in der
vorher erwihnten, vor Kurzem veroffentlichten Ab-
handlung schon von der strahlenden Wirme im Zu-
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sammenhange mit der mechanischen Wirmetheorie
gesprochen habe, so habe ich doch die hier in Rede
stehende Frage dort nicht beriihrt, indem es mir dort
nur darauf ankam, nachzuweisen, dass zwischen den
Gesetzen der strahlenden Wirme und einem von mir
in der mechanischen Wirmetheorie angenommenen
Grundsatze kein Widerspruch besteht. Die speciel-
lere Anwendung der mechanischen Wirmetheorie
und namentlich des Salzes von der Aequivalenz der
Verwandlungen auf die sitrahlende Wirme behalte
ich mir fir spiter vor.

Vorldufig will ich mich darauf beschrinken, als
ein Resultat anzufiihren, dass, wenn man sich dieselbe
Grosse, welche ich in Bezug aul einen einzelnen
Korper seine Entro pie genannt habe, in consequenter
Weise unler Beriicksichticung aller Umsténde fiir
das ganze Wellall gebildet denkt, und wenn man
daneben zugleich den anderen seiner Bedeutung nach
einfacheren Begriff der Energie anwendef, man die
den beiden Hauptsitzen der mechanischen Wirme-
theorie entsprechenden Grundgesetze des Wellalls
in folgender einfacher Form aussprechen kann.

1) Die Energie der Welt ist constant.

2) Die Entropie der Welt strebt einem
Maximum zu.
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