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Untersuchung eines Problems der Variations-
rechnung, in welchem das Problem der Mechanik

enthalten ist.
(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.)

Hamilton hat in seiner Abhandlung or a gereral method in dynamics*)
bemerkt, dass die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems von
freien Massenpunkten, bei dem die bewegenden Krifte auf eine Kraftefunction
zuriickgefibrt werden kdnnen, aus der Forderung hervorgehen, dass die erste
Variation eines von ihm bezeichneten Integrals gleich Null werde. Das Element
dieses Integrals ist gleich dem Aggregate aus der halben Summe der leben-
digen Krifte des Systems und aus der Kraftefunction, multiplicirt in das Zeit-
element; die Integration erstreckt sich von einem beliebigen festen Anfangs-
werthe bis zu einem beliebigen festen Endwerthe der Zeit; bei der Variation
werden die Coordinaten der Massenpunkte in der betreffenden Anfangslage
und Endlage als unverdnderlich betrachtet. Wie man leicht erkennt, bleibt
diese Darstellung des mechanischen Problems auch dann noch giltig, wenn
zwischen den Coordinaten der einzelnen Massenpunkte Bedingungsgleichungen
vorhanden sind, welche die Zeit nicht enthalien. Alsdann hat man die Co-
ordinaten der Massenpunkte durch eine angemessene Zahl von unabhéngigen
Variabelen auszudricken, und die halbe Summe der lebendigen Krafte des
Systems in eine quadratische Form von den nach der Zeit genommenen Dif-
ferentialquotienten der unabhangigen Variabelen zu verwandeln. .

Da das Mass fir die lebendige Kraft eines einzelnen Massenpunktes
erhalten wird, indem man die Masse desselben mit dem Quadrate des Linear-
elements seiner Bahn multiplicirt und durch das Quadrat des Zeitelements
dividirt, so hingt die Bestimmung des Masses von dem Ausdrucke des Linear-
elements im Raume ab. Die neueren Speculationen ilber die Natur des Raumes
haben gezeigt, dass es nicht nothwendig ist, das Element einer von einem
Punkte ausgehenden Linie im Raume als darstellbar durch die Quadratwurzel
aus dem Aggregat der Quadrate von den Differentialen geeigneter Coordinaten

*) Philosophical transactions of the royal society of London, 1834, part II,
pag. 247; 1835, part I, pag. 95.
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des betreffenden Punkies anzunehmen. Wenn man von gewissen Bedingungen,
die in dem wirklichen Raume thatsdchlich erfullt sind, abstrahirt, so ist es
geslattet, das Linearelement gleich der Quadratwurzel aus einer beliebigen
wesentlich positiven quadratischen Form, oder allgemeiner gleich der pter
Wurzel aus einer beliebigen wesentlich positiven Form des pte» Grades von
den Differentialen beliebiger Coordinaten des betreffenden Punktes vorauszu-
setzen. Dieser allgemeineren Hypothese in Bezug auf die Natur des Raumes
lassen sich die Begriffe der Mechanik anpassen ®). Man kann feststellen, dass
die lebendige Kraft eines Massenpunktes gemessen werde, indem die Masse
des Punktes mit der pte» Potenz des betreffenden Linearelements multiplicirt
und durch die pt* Potenz des Zeitelements dividirt wird, und dem Hamilton-
schen Variationsproblem ein allgemeineres Variationsproblem substituiren, bei
welchem das Aggregat aus dem pteo Theile der Summe der so eben be-
stimmten lebendigen Krafte des Massensystems und aus einer Kraftefunction,
unter dem Integralzeichen erscheint.

Eine einfache Ueberlegung lehrt, dass, sobald zwischen den Coordi-
naten keine Bedingungsgleichungen existiren und die Kraftefunction gleich Null
ist, die Integration des bezeichneten Variationsproblemes jedem Massenpunkie .
das Fortschreiten auf einer Linie vorschreibt, die fir das gewahlte Linear-
element eine kirzeste Linie ist. Hiermit ist aber die erste Fundamentaleigen—
schaft der Bewegung eines Syslems von Massenpunklen ausgesprochen, das
an keine Bedingungsgleichungen gebunden ist und von keinen beschleunigenden
Kraften getrieben wird. Wofern Bedingungsgleichungen zwischen den Coor-
dinaten der Massenpunkte gegeben sind, die nicht von der Zeit abhangen, so
wird man bei dem bezeichneten Variationsproblem ebenfalls independente
Variabéle einfihren, und es geht der p‘* Theil der Summe der lebendigen
Krafte in eine wesentlich positive Form des pt» Grades von den auf die Zeit
bezogenen Differentialquotienten der Variabelen iber. Ein Integral der be-

_*) Eine gleiche Richtung verfolgt die Untersuchang von Herrn Schering: Die Schwer~
kraft im Gaussischen Raume, Nachrichten d. k. Ges. d. Wiss. zu Géttingen, 1870, Juli.
Der Ausdruck, welcher daselbst pag. 318 als Repriisentant des Potentials bezeichnet
wird, ergiebt sich aus der Formel fur die Grisse w in dem Aufsatze: Forigesetste
Untersuchungen in Betrefl der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen, dieses
Journ. Bd. 72, pag. 56, sobald die Zahl n =3, yYa =¢, Y2f, (u) = (m, u) genommen,
und der Factor —mgu hinzugefiigt wird. Schon frtther hat Dirichlet dieses Gebiet
betreten. Derselbe sagte mir vor ungefihr zwanzig Jahren, er babe untersucht, wie
sich die Theorie der Anziehung nach dem Newionschen Gesetze gestaltet, wenn da-
bei die Gaussische Theorie des imaginiren Raumes zu Grunde gelegt wird, theilte
mir aber keine Einzelheiten mit. '
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treffenden isoperimetrischen Differentialgleichungen, das dem Integral der leben-
digen Kraft entspricht, hat zur Folge, dass, wenn die Kraftefunction gleich
Null ist, die in Rede stehende Form des pte» Grades fir jeden Werth “der
Zeit einen constanten Werth haben muss. Sind daher fir ein Anfangssystem
der Variabelen die simmtlichen Anfangswerthe der Differentialquotienten gleich
Null gegeben, so hat die Form bestandig den Werth Null. Wegen des we-
sentlich positiven Charakters der Form sind dann auch die Differentialquotienten
der Variabelen bestindig gleich Null, und die Werthe der Variabelen bleiben
dauernd gleich denjenigen Werthen, die fir das Anfangssystem gegeben sind.
Hierin liegt aber die zweite Fundamentaleigenschaft der Bewegung eines
Systems von Massenpnkien, far das Bedingungsgleichungen existiren, und die
Kriftefunction den Werth Null hat. Die vorliegende Arbeit bezieht sich auf
das allgemeine Varialionsproblem desjenigen Integrals, dessen Element gleich ist
dem Aggregrate aus einer beliebigen Form des pt*» Grades von den nach der
Zeit genommenen Differentialquotienten der Variabelen und einer beliebigen nur
von den Variabelen abhingenden Kraftefunclion, in das Zeitelement multiplicirt.
, Das Variationsproblem der bezeichneten Art, bei dem die Kraftefunction
verschwindet, héngt innig zusammen mit den charakteristischen Eigenschaften
der Form von Differentialen, welche entsteht, sobald man in der betreffenden
Form des pt*® Grades die Differentialquotienten der Variabelen durch die be-
ziiglichen Differentiale ersetzt. Nun erhebt sich die Frage, ob auch das all-
gemeine Variationsproblem, bei dem eine beliebige Kriflefunction auftritt, mit
den charakteristischen Eigenschaften einer bestimmten Form oder ganzen ho-

mogenen Function von Differentialen in einer analogen Beziehung stehe.
Fir das Variationsproblem, welches die wirkliche Bewegung eines

Systems von Massenpunkten darstelll, bei dem also die Zahl p den Werth -

zwei hat, ergiebt sich die Bestimmung einer Form, von der dies gilt, folgen-
gendermassen. Wenn man die Summe der lebendigen Krifte des Systems
mit dem doppelten Aggregat aus der Kraftefunction und einer willkirlichen
Constante multiplicirt, die aus diesem Product gezogene Quadratwurzel mit
dem Elemente der Zeit multiplicirt und nach demselben integrirt, so entsteht
das Integral der kleinsten Wirkung. Das Element dieses Integrals, aus dem
sich das Zeitelement fortheben lasst, kann als die Quadratwurzel aus einer
quadratischen Form von den Differentialen der Variabelen aufgefasst werden,
und diese neue quadratische Form ist eine solche, mit der das in Rede stehende
Variationsproblem in dem angedeuteten Sinne correspondirt.
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Das Verschwinden der ersten Varialion des Integrals der kleinsten
Wirkung fir unveranderliche Werthe der Anfangs- und der Endcoordinaten
determinirt bekanntlich die Art und Weise, wie die eingefithrten unabhangigen
Variabelen bei der Bewegung des Massensystems von einer beliebig unter
ibnen gewahlten Variabele abhangen, und die Hinzufigung des Integrales der
lebendigen Kraft giebt an, wie diese letzte Variabele sich mit der Zeit andert.

Das Integral der kleinsten Wirkung verwandelt sich durch eine an-
gemessene Substitution in die Function, welche Hamiltorn als die charakte-
rislische Function des mechanischen Problems an die Spitze seiner Forschungen
gestellt hat. Die eine der beiden partiellen Differentialgleichungen, die Hamil-
ton fir die charakteristische Function bildet, ist der Ausgangspunkt fir die
eingehenden und umfassenden Untersuchungen geworden, welche Jacobi den
mechanischen und anderen mit denselben verwandien Problemen gewidmet hat.
Dieselbe partielle Differentialgleichung erscheint als eine Transformationsrelation,
wenn es sich darum handelt, die bezeichnete neue quadratische Form von den
Differentialen der Variabelen des mechanischen Problems in eine andere Form
zu transformiren, die durch einen Complex von Merkmalen ausgezeichnet ist.

Einen Leitfaden fir die Beirachtung bietet hier die Uniersuchung @ber
die kirzesten Linien auf einer gegebenen Oberfliche, die Gauss in den dis—
quisitiones genmerales circa superficies curvas niedergelegt hat. Zu den dorligen
Ergebnissen gehort der Salz, dass, wenn man senkrecht gegen eine in der
gegebenen Oberflaiche beliebig gezeichnete Contour und nach derselben Seite
dieser Contour lauter kiirzeste Linien von gleicher Lange construirt, die End-
punkte eine neue Contour bilden, auf der die kirzesten Linien ebenfalls senk-
recht stehen. Verschiedene Werthe der festen Lange ergeben verschiedene
Contouren der Endpunkte; das Geselz dieser Contouren wird aber dargestellt,
indem ein gewisses Integral der correspondirenden Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichung angemessene constante Werthe erhalt.

YVon Herrn Beltrami ist diese Anschauung auf einen Raum von n Di-
mensionen ausgedehnt, fir den das Quadrat des Linearelemenis eine beliebige
quadratische Form von den Differentialen der Coordinaten eines Punktes ist
(sulla teorica generale dei paramelri differensiali, memoria letta nella sessione
25. Febbrajo 1869 dell’ accademia delle scienze dell’ istituto di Bologna).
Diese Anschauung ldsst sich auf die Probleme der Mechanik aberiragen,
indem man eine gewisse Gruppirung der Anfangszustinde des bewegten
Massensystems einfahrt. Es werden nur solche Auflésungen des mechanischen



120 Lipschits, Uniersuchung eines Problems der Variationsrechnung.

Problems zusammengenommen, fir welche die Constante, die bei dem Integral
der lebendigen Kraft zu der Kraftefunction hinzukommt, denselben Werth hat.
An die Stelle einer kirzesten Linie auf der gegebenen Oberfliche tritt eine
Auflosung des mechanischen Problems, an die Stelle der Contour der Anfangs-
punkte eine Gleichung fir die Anfangswerthe der Variabelen, an die Stelle
der Forderung einer senkrechten Richtung der kiirzesten Linien gegen die
Contour der Anfangspunkte eine Bestimmung fir die Anfangselemente der
Variabelen, an die Stelle der festen Linge der kirzesten Linien ein fester
Werth des Integrals der kleinsten Wirkung. Dann findet sich fir die me-
chanischen Probleme ein Resultat, das dem engefihrten Gaussischen Satze
genau entspricht.

Dem allgemeinen Variationsproblem, bei dem das Aggregat aus einer
Form des pte» Grades von den Differentialquotienten der Variabelen und einer
reinen Function der Variabelen auftritt, ist die Variation eines zweiten Integrals
zugeordnet, das als eine Ausdehnung des Integrals der kleinsten Wirkung gelten
kann. Das Element dieses zweiten Integrals ist die pt® Wurzel aus einer neuen
Form des pter Grades von den Differentialen der Variabelen. Diese neue Form
correspondirt in dem angegebenen Sinne mit dem zuerst aufgestellten allge-
meinen Variationsproblem und erledigt somit die vorhin aufgeworfene Frage.
Auch die tbrigen fir das Problem der Mechanik gefundenen Ergebnisse bleiben
bei dem betreffenden allgemeinen Variationsproblem bestehen und haben in-
sofern die Eigenschaft, von den thatsachlich geltenden Voraussetzungen aber
das Mass des Linearelements und der lebendigen Kraft unabhéngig zu sein.

1.
Es erstrecke sich der Zeiger a, und in der Folge auch der Zeiger
b, ¢, ... tber die Reihe der Zahlen von 1 bis », und es bezeichne x, ein
System von unveranderlichen Grossen, ¢ eine independente Variabele, von der
die z, abhangig gedacht werden, J eine Function der Gréssen z, und der

Tg
dt
enthalt. Dann beginnt die Untersuchung mit der Aufgabe, die Gréssen «, in
der Weise als Funclionen der Variabele ¢{ zu bestimmen, dass die erste

Variation des zwischen festen Grenzen genommenen Integrals

1) 6 =f.9dt

far unversnderliche Anfangswerthe und Endwerthe der Variabelen z, gleich

ersten Differentialquotienten = z,, welche die Variabele ¢ explicite nicht
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Null wird. Die Darstellung der ersten Variation der Funotion 3

o9
a9 Oz, 8.1:.
@) 99 = ;(_az. Y )J‘ o —2

giebt das System von isoperimetrischen Differentialgleichungen

d o9
! o9 oz, _
(3.) -éz-—d—l— = 0.

Wenn man in (2.) das Zeichen 0 durch das Zeichen d der Differentiation
nach ¢ ersetzt, so entsteht die Gleichung

¢ - 2

@*) G = 2(80 __“79;7) +d——z T
at s \ Oz, dt % dt '

Aus dieser Gleichung folgen zwei verschiedene Schlisse, je nachdem der
Ausdruck 58
(4 2‘: oz,
gleich Null oder von Null verschieden ist. Der erstere Fall tritt desn und
nur dann ein, wenn ¢ eine homogene Function des ersten Grades von denm
Grossen z,, mithin 9dt eine eben solche Function von den Grdssen dz, ist.

Dann lehrt die Gleichung (2 *.), dass unter den n» Gleichungen (3.) eine die
Folge der (n—1) ibrigen ist, und die zu bestimmende Abhangigkeit der
Grossen x, von der Variabele ¢ besteht lediglich in der Abhéngigkeit dieser
Grossen von einander. In dem anderen Falle liefert die Gleichung (2*.) das

Integral des Systems (3.)
~z,—3 = H,

(5.) g

wo H eine willkirliche Constante bezeichnet. In beiden Fillen denkt man
sich die vollstandige Integration des Systems (3.) so ausgefihrt, dass die
Grossen x, und x, fir ¢=¢, beziehungsweise den vorgeschriebenen Con-
stanten x,(0) und z,(0) gleich werden. In dem Falle, dass der Ausdruck
(4.) gleich Null ist, betrachtet man die (n—1) Grossen x, als von der ibrig
bleibenden Grosse x, abhéngig, und hat als wesentliche Integrationsconstanten
die zu dem Werthe =, =z, (0) gehorigen (n—1) Werthe ,(0) und (n—1)
a:,( )

Verhéltnisse oo Die Charakteristik &, mit der Einschliessung in eine

Journal fiir Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2, 16

z,—9

268’,
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Klammer verbunden, bedeute eime Variation, bei der =,(0) und «,(0) gedndert

werden, ¢ fest bleibt; die Charakteristik & ohne Klammer eine Variation, bei

der auch ¢ ge#indert wird; die Hinzufigung der Null bei einer Function die

Substitution z, = z,(0), a:’,=w;(0). Alsdann giebt die Gleichung (2.) das

Resultat

60(0)
7, (0)

d0 = (d0)+9dt, Jz,=(dz,)+ «,(0)3¢
ist, das nachste Resullat -
o9 890
=(9— 2 2—-0 .
(7) d6=( ,)dt+ R ) dz,(0)
Sobald nun der Ausdruck (4) glelch Null 1st, so kommt
39 (0)
™) J0 = 2 -
(7*) > 0o, — 2200z, (0),
und die Grdsse O ist gleich einer reinen Function der Werthsysteme , und
#,(0). Damit die Grdsse O eine eindeutige Funclion derselben sei, missen
dio Integrationswerthe 2, von den Anfangswerthen z,(0) beziehungsweise nur

am so viel abweichen, dass die (r—1) Verhaltnisse 3‘—(—0-)- durch die Grossen
X

x, eindeutig ausgedrickt werden konnen. Wenn dagt;'gen der Ausdruck (4.)
nicht gleich Null ist, so gilt das Integral (5.),' und die Anwendung desselben
auf (7*.) liefert die Gleichung
@*) 00 = —HI+ 225 s —x 4 99 5z, (0).
¢ Oz, 4(0)

Damit die Grosse O hier eine 'eindeutige Function der Gréssen ¢, z,, z,(0)
sei, missen die Integrationswerthe x, von den Anfangswerthen z,(0) nur um
soviel entfernt sein, dass die n» Grossen x,(0) durch die » Grdssen z, und
durch ¢ eindeutig dargestellt werden konnen.

Jetzt sollen zwei Voraussetzungen dber die Function ¢ gemacht werden,
fir welche die entsprechenden Systeme von Differentialgleichungen (3.) in einer
genauen gegenseitigen Beziehung stehen. Sei f(dr) eine ganze homogene
Function oder Form des pter Grades von den n Differentialen dz,, deren
Coefficienten von den Grossen x, beliebig abhingen, und bei der die Deter-

minante ?dzf—% njcht identisch verschwindet, sei die Zahl p gleich oder

grosser als Zwei, U eine reine Function der Variabelen x,, dann heisst die

(6) (d6) = —-—-(r’ =<

dz,(0)

und, weil
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erste Voraussetzung
B8) &= f( )+ U.

Vermoge derselben werden aus den Gleichungen (1.), (3.), (5.), (7.) be-
ziehungsweise die Gleichungen

(1) 6= / (Fa)+ U)at,

af Of@)
a 0z, of() oU __
(3%) dt = Ox, Ozxs 0,

(5) (p—1f()-U = H,

(=) 00 = —}m+§3@dx.— 3 —a%"’(—f)‘;)-)—d z,(0).

Bei der Integration des Systems (3°.) xst auf Grund von fraheren Ausfithrungen

anzunehmen, dass die Determinante of E? ) | far die Substitution der Anfangs—
a: Ty

werthe a:,—:c,(O), x,=,(0) einen von Null verschiedenen Werth bekomme.
Ich nehme ferner an, dass die Grdsse (p—1)f(z')= U+ H fir dieselbe Sub—
stitution einen positiven Werth habe, und dass die Integration sich auf ein
positives Intervall £—¢#, bezieche, und zwar allein auf ein solches Intervall,
in dem die Grdsse (p—1)f(z') = U+ H einen positiven Werth behalt.

Wofern die Function U nicht gleich einer Consiante ist, so wird mit
dem gewshlten Werthe der Constante H die neue Form des pte Grades voa
den n Differentialen dx, gebildet

(9.) F(dz) = (L(;’_ip_)"'pf(dx).

Wenn aber U gleich einer Constante ist, so gelte die Gleichung

(10.) F{dz) = pf(dz).
An diese Form F(dz) schliesst sich die zweite tiber die Function & zu treffende
Voraussetzung

|-

1) & = (F(Z2))".
Die Werthverbindungen «, und % sind dadurch besehrankt, dass die Form

f( ) und die Function U+ H nur positive Werthe erhal” '~ " ™ *

Wurzel aus einer posiliven Grdsse soll stels einen positiver
1¢
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Durch (11.) verwandelt sich das Integral O in das Integral

@) r=/" (F()rat =/ (ELED) (o) a
Beziehnngswelse in das Integral . '
(1**)  R=["(F@)rdt=["(pf)y

je nachdem U nicht constant oder constant ist. Das System der isoperimetri-
schen Differentialgleichungen (3.) geht in das System
1

8(F(z))? !
Oz, _O(F(aO)r _
@) d—F 3z

dber, welches, da die durch (11.) definirte Function & in Bezug auf die

d“ , in Folge der oben ausge-
sprochenen Bemerkung mit einem System von (n—1) Differentialgleichungen
zwischen den Variabelen x, gleichbedeutend ist. Das System (3%.) kann ver-

‘mittelst der Bezeichnung

_ U+H
(12) 2 =gy
fir ein nicht constantes U, oder 1
* — ——
(12%) £ = Jrey

for ein constantes U, und einer einfachen Reduction folgendermassen dargestellt
werden

. ( PCD) p—1
= dz, Of(@@) 1 oU 1427 3f(@)
sy 1 — ), 18k of®) _
@) g\ Gy a e = O
Die Gleichung (7*.) liefert den Ausdruck fir das vollstandige Differential
der Grosse R, die als reine Funchon der Werthsysteme x, und «,(0) auf-

gefasst werden kann,

() IR = g————a“;i‘?)’ dm,-.z———a“r;:'(%"))”’,Jx.(O).
Fir ein nicht constantes U ist derselbe gleich dem folgenden
_ U+H af(w')
(769)' 0B = W_> . Jz‘
. , '_l
_ U,+H ? afo(ﬁ' of, («' (0))
(Tiw®) ¥ s 0=
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far ein constantes U hat man in (7¢*.) die Substitution

P(U+E) _ p(U+H) _
(tov) B o

vorzunehmen.

Die Art der Beziehung zwischen dem System (3°.) und dem Syslem
(8%*.) richtet sich nach dem mehrfach hervorgehobenen Umstande, ob die
Function U gleich einer Constante ist oder nicht. In dem ersten Falle sind

die Ausdricke aaTU = 0, und es ist moglich, aus dem System (3°.) die Va-

risbele ¢ unmittelbar su eliminiren *). Das Resultat dieser Elimination wird
durch das System (3°*.) dargestellt; denn das System (3°.) hat die Gleichung

—df @) _ 0, und deshalb auch die Gleichung i‘—z-_ 0 zur Folge, und vermdge

dleser Gleichungen und der Gleichungen g— = 0 ergiebt sich das System

(3°*.) aus dem System (3°.). In dem zweiten Falle, wo die Function U
nicht gleich einer Constante ist, kann man aus dem System (3°.) die Variabele
¢t mit Hilfe des Inlegrals (5°.) eliminiren. Das Resultat dieser Elimination
wird ebenfalls durch das System (3**.) dargestellt; denn das Integral (5°.)
des Systems (3°.) lst mit der Gleichung

(13) 2=1

aequivalent, und bei Hinzuziehung derselben folgt das System (3°*.) aus dem
System (3°.). Da die Variabele ¢ in dem System (3°*.) nur formell auftritt,
so kann man statt derselben auch eine beliehige Variabele x, aus den
Variabelen x, substituiren und dadurch, wie schon erwahnt, die (n—1)
anderen Variabelen z, von dieser abhangig machen. Unter den n Differential-
gleichungen des Systems (3*®.) sind dann immer n—1 von der Beschaffenheit,

T

dass vermdge derselben die m—1 zweiten Differentialquotienten :m - ein-
deutig durch die ersten Differentialquotienten und die Variabelen ausgedn‘lckt

’f G ) nach den Elementen
Ty

-—-—-—g;(g? kdnnen nicht sammtlich verschwinden, ohne dass die  Determinante

ebenfalls verschwindet. Sobald nun das System (3°*.) in der oben bezeich-
neten Weise vollstindig integrirt ist, so dass dem Werthe z, = «, (0) die
Werthe der Variabelen T =2, (0) und die Werthe der Differentialquotienten

werden. Denn die n Ableitungen der Determinante l

*) Untersuchungen in Betreff der ganzen Romogenen Functionen von n Differentialen,
d. Journal Bd. 70, pag. 88. s
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dz. _ z,(0)
dz.,  ,(0)
Systems (3°.), bei der fir den Werth ¢=¢, die Variabelen z, und die Dif-

dt
nehmen durch Ausfihrung einer einfachen Integration. Die Abhéingigkeit der

Variabele x, von der Variabele ¢ wird bei einem constanten U durch die
Gleichung

entsprechen, dann ergiebt sich eine vollstindige Integration des

ferentialquotienten die correspondirenden Werthe z,(0) und «,(0) an-

df ) _

9

bei einem nicht constanten U durch die Gleichung (13.)
: 2 =1
dargestellt. Daher entsteht far den letzteren Fall die Gleichung

' (r—0Ff
(14.) ‘t——tu=fl/ U+( )

C oz, (0)
und fir den ersteren Fall die Gleichung

”"]/ ()
(14%) —t =f ”’,(‘0» dz,,

,, (0)

Wenn dagegen das System (3°.) in der vorgeschriebenen Weise voll-
stindig integrirt ist, so liefert die bezidgliche Elimination Ausdricke der
Variabelen , durch die Variabele x,, welche das System (3°*.) unter den
entsprechenden Bedingungen vollstindig integriren. Vermdge der Integration
des Systems (3°.) entsteht fir das Integral R, sobald U nicht constant ist,
aus (1°.) die Gestalt

t r
(15) R = [ pf(a)d,
1,
wenn aber U constant ist, aus (1°*.) die Gestalt

(15*) R = (pfi(='(0)))? (8—4&).

2.

. Eine Hauptabsicht der gegenwirtigen Untersuchung geht auf die Er-
Orterung des Zusammenhangs, der zwischen dem System von isoperimetrischen
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Differentialgleichungen (3°.) bei einer ganz beliebigen Fuaction U und den
Eigenschaflen der Form F(dx) besteht. Ich werde zu diesem Behufe zunachst
die Zahl p =2 voraussetzen und die Bedeulung aussprechen, welche die bis
jetzt eingefihrten Begriffe in dem Gebiete der reellen Mechanik habemn. .

Wenn ein System von Massenpunkten gegeben ist, far dessen Be-
wegung von der Zeit unabhingige Bedingungsgleichungen zwischen den Co-
ordinaten existiren, und. die herrschenden Krafte durch eine Kraftefunction
dargestellt werden kdonnen, so denkt man sich die Coordinaten der Massen~
punkte durch = independente Variabele x, ausgedriickt, und es sei die Zeit
gleich ¢, die Summe der lebendigen Krifte des Systems gleich der quadra-

tischen Form 2[( ) die Kraftefunction gleich der Function U. Dann er-
giebt nach der Bemerkung Hamiltons das Varlatlonsproblem des Integrals (1°.)

6 = ["(f(=)+U)dt

das System der Differentialgleichungen der Bewegung. (3°.)

o)
a-’D'a af = a_U =0
de dz, Oz,
und die Gleichung (5°.)
f(z)—U=H

wird das Integral der lebendigen Kraft. Gleichzeitig erhalt das Integral (1%.)
die Gestalt

= f 2(U+HI(f(z)) dt,

welche Jacobi dem Integral der kleinsten Wirkung pag. 43 der Vorlesungen
iiber Dynamik gegeben hat, und das System (3".) wird das System der Dif-
ferentialgleichungen der Bewegung, das aus dem Princip der kleinsten Wirkung
folgt. Jacobi hat an der angefihrten Stelle die Reduction des Systems (3°.)
auf das System (3”.) unter der Annahme entwickelt, dass die Massenpunkte
frei sind, oder, dass fir posilive Constanten u, die Form 2f(dr) = 2 pdz; ist.

Das Integral der kleinsten Wirkung R verwandelt sich vermége der
Gleichung (15.) in das Integral

—f2/’(a:)dt

welches Hamilton als die angehauﬂe lebendige Kraft beseichnet, und dieses
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geht durch die Einfihrung der Grdssen z, und «,(0) in die Function iber,
welche Hamilton die charakteristische Funotion des mechanischen Problems
nennt. Das vollstindige Differential derselben wird nach (7°*.) durch die
Gleichung

0
(16.) an=('f’;f,§’)z f(“’)a f;;t(l){))da:,(())

dargestellt. Sie entspricht, sobald 2f(da:) = Zu,dz; ist, der Gleichung (4.)
auf pag. 201 der angefahrten Hamillonschen Abhandlung; nur der Werth H,
der gegenwirtig als fest gilt, wird bei Hamillon ehenfalls variirt. Die cha-
rakteristische Function R hat vermdge der Gleichung (16.) die Ableuungen

OR _ (U+HN Of(a)

"9z, \f(@): az ?

3R . _ (% U8\ Of,(=(0)
9z, (0) fo (2'(0) 0z, (0)

Wenn nan die quadratische Form f(dz), ihre Delerminante und ibre adjungirten
Elemente, wie folgt, bezeichnet werden

fldz) = %.2.: 6., dr,dzy,

(17.)

. od
laa,ll = A’ aa 5 = Ac,b)
. . JR 8R
so liefern die Ausdricke von o und EPO) die beiden Hamiltonschen par-
tiellen Differentialgleichungen
Ay SR OR

4,00 OR OR
(19)  ZZ0 n dm@y = 2(UtH).

Die so eben unter der Voraussetzung p =2 aufgestellten Formeln beziehen

sich sammtlich auf ein nicht constantes U; die entsprechenden Formeln, bei

denen U constant ist, werden aus den ersteren durch die Substitution
(10**) 2U+H)=2(U+H)=1

abgeleitet.
Der Zusammenhang zwischen dem System der Differentialgleichungen
der Bewegung (8°.) und der quadralischen Form
(9*) F(dz) = 2(U+H)2f(dz)
grindet sich darauf, dass die dem Bewegungsproblem zugehdrige partielle
Differentialgleichung (18.) als eine Transformationsrelalion dieser Form auf-
gefasst werden kena.
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Bei dem Problem der kirzesten Linie auf einer gegebenen Oberfliche
hat Gauss diesen Zusammenhang in den disquisitiones generales circa super-
ficies curoas kennen gelehrt. Der Ort eines materiellen Punktes, der sich
auf einer gegebenen Oberfliche bewegen muss, und auf den keine beschleuni-
genden Krafte wirken, sei durch die independenten Variabelen z,, x, bestimmt,
das Quadrat des Linearelements in der Oberfliche habe den Ausdruck

2f(dz) = @, dzi+ 2a,,dz,dz, + a,,dz;.
Dann misst das Integral R den von dem Orte (z,(0), z,(0)) bis zu dem Orte
(x,, ;) durchlaufenen Weg des Punktes, und dieser Weg muss nach dem
Princip der kleinsten Wirkung ein Minimum sein. Wenn nun durch & der
Winkel oder eine beliebige Function des Winkels bezeichnet wird, den das
Anfangselement der von dem Orte (z,(0),x,(0)) ausgehenden kirzesten Linie
mit dem Element dz, bildet, so kann man die Grossen R und <& als neue
Variabele statt x, und x, einfihren und erhalt nach art. 19. der angefiihrten
Schrift die Transformation fir das Quadrat des Linearelements
2f (dr) = dR'+m?dd™.

Die Coefficienten der Form, die zu der neuen Form (1,0, m’) adjungirt ist,
durch die Determinante m® dividirt, sind die Grossen 1, O, pml Dieselben
werden vermittelst der Coefficienten der urspriinglichen Form, wie folgt, aus-

gedrickt
1 JoR oR OR oR
7(“"(8 ) 2a ”om oz, 5, T ”<dz ) =1,
1 oR a(l) OR a‘b OR oW oR 0O
(18*) 4 ( “6.'1: oz, ”(8.1: 3:1:, dz, Oz, )+ 2¢9.1: oz, ) 0,

[/ q [/

7 (@G 2o g ean(5)) =
Dle beiden ersten dieser Gleichungen sind die Glelchungen (5.) und (6.) in
art. 22. der disquisitiones generales. Die erstere fillt iberdies mit der obigen
Gleichung (18.) zusammen, da in derselben fir den vorliegenden Zweck

U=0 und 2(U+H)=1 genommen werden muss *).
Herr Beltrami hat eine analoge Betrachtung fir den Fall durchgefihrt,
dass f(dx) eine beliebige quadratische Form, und die Function U=0 ist;
diese Betrachlung ist jedoch allein auf geometrische, nicht auf mechanische

*) Weingarten: Ueber die Flichen, deren Normalen eine gegebene Fliche beriihren ;
d. Journal Bd. 62 pag. 63.

Journal far Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2. 17
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Vorstellungen bezogen. Aus den Forschungen Jacobis, welche an die Dif-
ferentialgleichung (18.) anknipfen, muss ich namentlich das Resultat heraus—
heben, dass jedes vollstandige Integral dieser Differentialgleichung eime voll-
stindige Integration des zugeordneten Systems von mechanischen Differential-
gleichungen (3°.) liefert. Die Untersuchung der Transformation der in (9.)
und (10.) definirten Form des pt*» Grades F(dz) wird auch eine Begrindung
jenes von Jacobi gefundenen Resultats ergeben.

3.

Ein System von neuen Variabelen, das zur Transformation der Form
F(dz) dienen soll, wird aus der vollstindigen Integration des Systems von
Differentialgleichungen (8°.) abgeleitet. Nachdem die (n—1) Variabelen =z, in
der angegebenen Weise durch die Variabele x, ausgedriickt sind, stelle man
das Integral R durch die Gleichung

(20.) R=["( (F(E az,,

z., (0)

als Function der Variabele x, dar. Hierauf betrachle man, die Beziehung
umkebrend, z, als Function von R. Dann werden auch die Integrations-
werthe der Variabelen =, von R abhingig, und man erhalt Ausdricke der

saimmtlichen Variabelen x, durch R, durch die (n—1) Verhaltnisse ‘(0) und

z,,
durch die n Grossen x,(0). In diesen Ausdricken werden die m Grossen

x,(0) als constant angesehen, und die Grosse R in Verbindung mit den (n—1)

Verhiltnissen ,‘( ) bildet ein System von neuen Variabelen, das dem gegen-

T,
wirligen Zwecke entspricht. Nach einer in dem ersten Artikel gemachten
Bemerkung missen die Verhaltnisse —‘—((—)2 eindeuntige Functionen der Grossen
Te,

x, sein, damit R eine eindeulige Function dieser Grdssen werde. Ich setze

voraus, dass die Verhiltnisse _a:‘_(Ol und die Grdsse R diese Beschaffenheit
. T,

haben, dass also die Variabelen x, unabhéngige Functionen der neuen Variabelen

sind*). Ein allgemeineres hier anwendbares System von Variabelen entsteht

*) Auf den Inhalt dieser Forderung bezieht sich der Aufsatz: Beitrige zu der
Theorie der Umkehrung eines Funmctionensystems, Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu
Gattingen, 1870, November.
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dadorch, dass man zu der Grésse R ein System von (s—1) beliebigen un-

abhingigen Functionen &,, &;, ... B, der (n—1) Verhaltnisse f‘—?ﬁ hin-
. &,

zufiigt. »

Es gewihrt ein Interesse, zu beobachten, in welche Abhangigkeit die
Grosse R von der Variabele ¢ treten muss, damit aus der Integration des
Systems (3°) die Integration des Systems (3°) hervorgehe. Nach der De-
finition von R ist \

14
200) &= (r(%).

Hieraus folgt, wenn U nicht constant isi, vermdge des Integrals (5°.) die
Gleichung ,
dR _ p(U+H)

dt ~— p—1
und es kommt, weil R fir ¢={, verschwindet, die Beziehung
R (p—1)dR

p(U+H)’
Wenn dagegen U constant ist, so gilt die oben gebildete Gleichung (15%.),
und man hat

1) t—¢ =
V]

R

L,
(f,(&©))?
Aus dem System der n Variabelen R, 9’:‘((3; folgt auch ein zweites

€

t—tu .

System von n Variabelen, das zwar nicht fir den Zweck der vorzunehmen-
den Transformation geeignet ist, doch fiir sich selbst Beachtung verdient.
Es ist das System

2 (0
(22) —=@ _p
L CAONE
bei welchem die Brache — 2% nur von den n—1 Verhaltnissen -2(%
(F, (' (0)))7 z, (0)

abhingen. Die Eigenschaften dieses Systems kommen zur Erscheinung, so-

bald man bei den behandelten Variationsproblemen statt der Variabelen z, ein

beliebiges System von neuen unabhéngigen Variabelen y, einfihrt. Die trans-

formirten Systeme von isoperimetrischen Differentialgleichungen denkt man

sich so integrirt, dass die Constante H den urspringlichen Werth behalt, und
17#
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dass die Anfangswerthe g,(0), y,(0) mit den Anfangswerthen z,(0), «,(0)
correspondiren. Es komme alsdann

25, | 1@ = o,

F(dx) = G(dy),
so wird

/ (Pt = / Gy a,

(24) (4R ., = Fo@(©) = G(y'(0)),
z(0) = Z(52), 40

Wenn man nun fir die transformirten Variationsprobleme das System (22)

bildet, so geht sowobl das Integral R wie auch der Ausdruck (F.,(x (0)))"
in sich selbst iber, und die neuen Grdssen '

@25) —2O g
(G, (y'O))?
sind mit den Grossen (22.) durch lineare Gleichungen von constanien Coef-
ficienten verbunden. In dem Fall, dass U constant ist, hat man F(dz)=pf(dz),
und es werden die Ausdricke (22.) durch die Gleichung (15*.) gleich den
Ausdriicken
7, (0) (¢—4),

welche,, d. Journal Bd. 72, pag. 4, als die Normalvariabelen der Form f(dx)
bezeichnet- sind. Die Ausdricke (22.) spielen fir die Form F(dz) eine
gleiche Rolle, und mit Hiilfe derselben ist es moglich, die in Betreff der Form
[(dz) angestellten Speculationen auf die Form F(dx) zu dbertragen. Da die
Variabelen z, = z,(0) werden, sobald R gleich Null wird, so ergiebt die Ent-
wickelung der Grossen z,, welche das System (3%.) vollstandig integriren,
nach den Potenzen der Variabele R bis auf Glieder der ersten Ordnung
die Gleichungen

(26.) @, = 2,(0)+— “”““’) R.
dt )1-:1‘

Die Glieder der ersten Ordnung selbst sind die Normalvariabelen (22.), und
diese Eigenschaft begrindet eine Definition derselben.
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Wenn man die Differentiation der Grossen x, nach der Variabele ¢
durch eine Differentialion nach der Variabele R ersetzt, so folgt aus (20*.)
die Gleichung

dr
(1) F(gp) =
mithin durch Substitution der Anfangswerthe auch die Gleichung

@) FR((5)) =1

In der Gleichung (7*.) sind die Ausdricke 9 8(3,)) homogene Functionen

1
der Grdssen z; von der Ordnung Null, die Ausdricke a—(%—(ffl(g;)i eben-
Tq

solche Functionen von den Grossen x;(0). Deshalb kann die Differentiation
nach R fir die Differentiation nach ¢ unmittelbar eintreten, und es entsteht
die Gleichung ‘

'HI-

(F( ) o (r, (( .m)))

(29) OR=23— " 0r,~% dz,(0).

ey o((G.)

Dieselbe verwandelt sich, wenn beide Seiten mit dem Factor R*~' multiplicirt
werden, vermdge der aus (27.) und (28.) folgenden Relation

(27*) R = F( «aa)R)
in die Gleichung (12.), d. Journal Bd. 72, pag. 7, sobald (d—li‘)“R durch u,,

F(dz) durch pf(dz), F,(dz) durch pf,(dx) ersetzt wird.

Diese Gleichung ist das wesentlichste Hulfsmittel far die dortigen Unter-
suchungen. g

4.

Wenn man die » Variabelen =, durch die im vorigen Artikel bestimmten
neuen n Variabelen R, &,, &,, ... &b, ausgedrickt hat, so sind die partiellen

Tq

Ableitungen ——- nichts anderes, als diejenigen Ableitungen, welche soeben

mit % bezeichnet sind; denn bei der Differentiation der Integrationswerthe
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x, nach der Grosse R werden die (m—1) Verhiltnisse ﬁ%)- nicht berdhrt.
D

Demnach, und weil die Grossen z,(0) uberhaupt als conslant gelten, folgen
aus (29.) und (27.) die Gleichungen

'Bln

a(r(2%
00y onoz 8GE),

aa%)

und ,
1) F(3Z) =1

Die Verbindung derselben liefert das Resultat

oz
oF (2=
(82) OR = iz__(_aﬁ_dz,.
p [ ] a aza
R

Hieraus lasst sich die Grundeigenschaft der Form entwickeln, in welche F(dx)
durch die Substitution der Variabelen R, &b,, ... &b, ibergeht.

Gesetzt, die Form F(dz) werde, wie in (23.), durch die Substitution
eines beliebigen Systems g, transformirt; dann sind die dx, lineare Functionen
der dy,. Das Gleiche gelte von den dz, und den Jy,, dann gilt es auch von
den Aggregaten dr,-+Jz, und dy,+dy,. Man hat also die Gleichung

F(dz+Jz) = G(dy+Jy),
und bei einer Entwickelung der beiden Seiten missen diejenigen Aggregate
links den Aggregaten rechts gleich sein, in welchen der Grad in Bezug auf
die dr, dem Grade in Bezug auf die dy,, und der Grad in Bezug auf die Jz,
dem Grade in Bezug auf die Jy, respeclive gleich ist. Wenn man die Dif-

oz,

ferentiale dx, der Einschrinkung unterwirft, dass dz, = 3 dy, sei, so sind

die Differentiale dy,, dy;, ... dy, gleich Null zu selzen. Unter dieser Vor-
ausselzung giebt die Gleichsetzung der Aggregate, die nach den Jz, und den
dy, von der ersten Ordnung sind, die Relation

OF (dz) _ 1 *-1G(0y) , -
(83.) ﬁ‘:'_aiz:""‘”“ T 1.23...(p—1) 9@y )T dyi™".

In G(dy) sei das Aggregat der Glieder, welche Jy, iu der pte® und (p—1)ten
Potenz enthalten, das folgende

(34.) G, 0y +pG, 3y Sy, +--+pG. Iyt Iy.;
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dann folgt aus (33.) unter Fortlassung des Factors dy;~' die Gleichung
e
(85.) E—7ldz, = p(Gidyct--+G.dy.).
(g
Y
Ich betrachte nun die Transformation der Form F(dz), bei welcher
y1=R, y2=4’2, « o o y'=¢. ‘
ist; die linke Seile von (35.) wird gleich der rechten Seite von (32.), in
die Zahl p multiplicirt, und aus (32.) folgt die Relation
(36.) JR = G,IR+ G,0P,+---+G,3P,.
Also bestehen nothwendig die n Gleichungen
(36*.) G1=1, G2=O, « o e G.=0,
und es gilt das
Theorem I. Wenw man die Form F(dx) durch die Einfihrung der
Variabelen R, b,, ... &b, transformirt, so ist in der resullirenden Form der

Coefficient der Potens dR* gleich der Einheit, und die Coefficienten der (n—1)
Verbindungen dR"~'dd,, ... dR*'d®, sind gleich der Null.

5.

Das in dem vorigen Arlikel definirle System R, &,, &5, ... &b, hat
vermdge seiner Entstehung die Eigenschaft, dass das Constantsetzen der n—1
Variabelen &,, ... &, eine Integration des Systems von Differentialgleichungen
(3°.) darstellt. Insofern entspricht dem bewiesenen Theorem als Umkehrung das

Theorem II. Wenn die Form F(dz) durch ein System oon neuen Va-
riabelen y,, », ... y. in eine Form G(dy) ibergeht, bei der der Coefficient der
Potens dy? gleich der Einheit ist, und die Coefficienten der (n—1) Verbin-
dungen dy;~'dy,, ... dyt~'dy, gleich der Null sind, so wird das System von
Differentialgleichungen (3°.) durch das Constantsetzen der (n—1) Functionen
Y25 Y3y - .- Yo inlegrirt.

Da das Integral R durch die Einfihrung der Variabelen y,, y,, ... y.,
wie in (24.), die Gestalt
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annimmt, so tritt an die Stelle des Systems (3%.) das System

LE .
(37.) 3{ _a(gy(:"”" — 0.

Hier ist jede Gleichung eine Folge der (r—1) ibrigen Gleichungen; daher
geniigt es, die (s—1) Gleichungen zu betrachten, in denen a =rv ist, wo ¢
die Reihe der Zahlen 2, 3, ... #n durchlauft. Aus den aber die Form G(dy)

geltenden Voraussetzungen geht hervor, dass die Ableitungen 6(;(;/) Aggre-

gate sind, von denen jedes Glied die Grossen y,, ... ¥. mindestens in der

ersten Dimension enthélt, und dass die Ableitungen agéy’ ) Aggregate sind,
von denen jedes Glied die Grossen y;, y;, ... y, mindestens in der zweiten

Dimension enthalt. Die (»—1) Gleichungen (37.), in denen a =1« ist, werden
deshalb erfillt, sobald man die (n— 1) Differentialquotienten gy, =0 annimmt.
Also ist die Behauptung gerechtfertigt, dass das Constantselzen der (m—1)
Functionen g,

(38.) 9 = 9.(0)
eine Integration des Systems von Differentialgleichungen (3%.) liefert.
Der Ausdruck der Function R gestallet sich bei der Einfahrung dieser
Integrationswerthe sehr einfach. Durch die Glei?hungen y.=0 wird G(y")=(y,)",

und deshalb, so lange g, positiv ist, (G(y'))? =y.; mithin ist R, wie folgl,
ohne Integralzeichen darstellbar

(10) 0P = STy g,

befriedigt. Hier treten von den n Grdssen &,, die in F(dz) statt der Dif-
ferentiale dr, substiluirt sind, in den n Gleichungen

1
oP _ O(F (®)*

oz, o0&

(41.)
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nur die (n—1) Verhaltnisse auf, und die Elimination dieser Verhaltnisse aus
den n Gleichungen bringt die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung fir
die Function P hervor. Unter der Voraussetzung, dass die Zahl p =2 ist,
entsteht auf diese Weise die obige Gleichung (18.). Wenn dagegen p > 2
ist, so stehen der wirklichen Ausfihrung jener Elimination erhebliche alge-
braische Schwierigkeiten im Wege; for den gegenwdrtigen Zweck ist aber
die Moglichkeit der Elimination ausreichend. '

Die Function R ist ein vollstindiges Integral der Forderung (40.) ver-
moge der in R enthaltenen » willkirlichen Constanten z,(0). Wenn nun
ein beliebiges vollstindiges Integral der Forderung P, mit den willkirlichen
Constanten c,, ¢,, ... c,, vorliegt, und wenn P in Verbindung mit (n—1)
von den Ableitungen ?98712 ein System von unabhéngigen Functionen der Va-
riabelen x, darstellt, so verwandelt sich die Form F(dz) durch die Ein-
fahrung dieses Systems von neuen Variabelen

42) P, &= af;, 4s,=—g£-, o qb,=g-£-
in eine Form von denselben Eigenschaften, wie durch die Einfiahrung des
Systems R, &b,, D;, ... P, in Artikel 4. Um dies zu begrinden, hat man
nur zu zeigen, dass die in Bezug auf das System (42.) gebildeten partiellen

Ableltungen ii die Glelchungen

@Y,
a( :

Sz _
oP
erfillen, die den obigen Gleichungen (30.) und (31.) entsprechen. Denn
die Schlisse des gegebenen Beweises sind allein auf diese Gleichungen
gegrﬁndet

Die Substitution der Grdssen &, stalt der Differentiale dz, in (40.)
ergiebt die Gleichung

(43.)

und

(44) F =1

@) Te = (FE)

Dnrch die Gleichungen (41.) sind die Verhéltnisse™der Grossen & in 1hrer
Abhéngigkeit von den Variabelen x, und den Constanten ¢,, ¢, ... c, des
Journal fiir Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2. 18 .
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Integrals P bestimmt. Die Grdssen & werden volistindig bestimmt, sobald

~ man zwischen denselben noch die Gleichung ' ' ‘
: (46.) F(§) =1 |

annimmt.. Durch pertielle Differentiation nach einer der Constanten ¢, folgt

aus (45.) die Gleichung

h ]

: o'P oP 3, 5 d(FE)" Ok
47) bt o on — 2 ot 9o’

o0&,
die durch die Relation (41.) in die Gleichung
‘ J'P
(48.) 2——-50—'-5. =0

e a‘ca

ibergeht. Dieselbe lehrt, wenn f alle Werthe von 1 bis » durchlauft, dass

die Functionaldeterminante der n Ableitungen -g%, %ﬁi’ e g;- in Bezug
auf die n Variabelen x, gleich Null sein muss, ode‘r, dass diese n Ableitungen
nicht von einander unabhéngig sein konnen. Setzt man f=t=2, 3, ... n,
ferner nach (42.) Q,:%?, und verbindet die Gleichungen (45.) und (46.),
so entsteht das System von n Gleichungen

22 =1,

a 0T, .

(49.) . :
T =05

da nun vorausgesetzt ist, dass die Funectionen P, &b, in Bezug auf die Va-
riabelen z, von einander unabbdngig sind, so zieht das System (49.) die

Gleichungen
; Oz,
(50') §¢ = a P

nach_sich. Demgemass folgt aus (40.) die Gleichung (43.), und aus (46.) die
Gleichung (44.), welche Gleichungen bewiesen werden sellten *).
7.

Wie man so eben gesehlen hat, erfillt das in (42.) definirte System
von Variabelen P, &, die Bedingungen, welche in dem Theorem des Artikels 5.

*) Es ist leicht einzusehen, dass, wenn man die Function P mit (8 —1) unab-
hiéngigen Functionen der (n—1) Fuactionen %E— verbindet, auch fiir dieses System

von neuen Variabelen der gelieferte Beweis in Kraft bleibt; doch habe ich diese Ver-
allgemeinerung absichtlich nicht in die Formeln des Textes eingefiihrt. Gauss bezeichnet
den ganzen Umfang der willkiirlichen Functionen bei seinem Problem disqu. gen. circa
superf. curv. art. 22, . .
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beziehungsweise far das System von Variahelen y,, y, vorausgesetzt werden.
Also wird das System von Differentialgleichungen (3%.) durch die {n—1)
Gleichungen

(51') 4’: = d?' (0)

‘integrirt, wo das Anhidngen der Null, wie friaher, die Substitution der Werthe

z, =,(0) andeutet. Ferner giebt die Gleichung (39.), unter der Voraus-

setzung, dass —%1:— positiv ist, oder dass P auf dem Wege der Integration stets
zunimmt, fir den Werth R die Bestimmung
(52.) R = P-P(0).

Die partiellen Differentialquotienten gP’

bleiben, sind demnpach gleich den Differentialquotienten 71-;1, die sich auf die
Integration des Systems (3°.) beziehen; aus (50.) folgen auf diese Weise
die Gleichungen

bei denen &b,, &b,, ... &b, constant

dz,

(63) & = 9w,

aus (41.) die Gleichungen

or _2(F(g ))

Ba:a dx.

9 dli)
Bei den Glencbungen (53) ist die Glelchung (46) eine nothwendige Voraus-
selzung; fir die Verhaltnisse der Grossen &, welche durch die Gleichungen
(41) ohne diese Voraussetzung bestimmt smd gelten die Gleichungen

(54)

dz,

- e dR
63%)  § =g
o dR

Denselben entsprechen die aus (54.) abgeleileten Gloicll,uggen_

BF(—:%)
SP T5(8x)

(54*.) fgé = p" dz .

. - G T \dR/ T
o (5R)

18*
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Aus den (n—1) Integralen (51.) des Systems (3°.) kann eine voll-
stindige Integration desselben abgeleitet werden, die den in Artikel 1. go-
stelllen Bedingungen geniigt. Zu diesem Ende hat man in (53*.) oder (54*.)
die Werthsysteme z,=z,(0), =,=«,(0) zu substituiren and bekommt, da
in den Ausdracken rechts % durch i;:—‘ ersetzt werden darf, respective die
Systeme von Gleichungen ,

& (O (0
(53%)  Foy = ;—(a% '

( JF, (¢ (0))
e Oz/e _ _ 9z,(0)
G ey T e
6@ oz, (0)
Vermdge des einen oder des anderen Systems sind die Constanten ¢,
als Functionen der Verhaltnisse ,‘() darzustellen und in die Gleichungen
T,

(51.) zu substiluiren; dann bestimmen diese die gesuchte Abhangigkeit der
(n—1) Variabelen x, von der ibrig bleibenden Variabele z, .

Die Gleichungen (14.) und (14 *.) geben an, wie die ausgefohrie In-
tegration des Systems (3".) zu der Ausfohrung der enisprechenden vollstan-
digen Integration des Systems (3°.) angewendet werden kann, und damit ist
die Methode Jacobis hegriindet, vermdge deren ein vollsiandiges Integral der
Forderung (40.) eine vollstindige Integration des Systems von Dlﬁ'erentml-
gleichungen (3°.) liefert.

In dem Falle, dass die Coefficienten der Form F(dz) constant sind,

wird das System (3°.) dadurch integrirt, dass man die Verhaltnisse - gleich

' &,
den constanten Anfangswerthen fﬁ((ﬂ selzt und hieraus die Gleichungen
. m“
z—20) _ 2(0)
(55.) z, — z,(0) ., (0)
deducirt. Demnach werden die Ausdricke auf der rechten Seite von (54.),
wo die Werthe z, das System (3°.) integriren, gleich Constanten, und es

entsteht das Resultat, dass die Gleichungen

. oP oP
(56) S = 55‘-)0,

von denen (s—1) die ibrig bleibende zur Folge haben, ein System von (m—1)
Integralen des Systems von Differentialgleichungen (3°.) bilden, welches mit
dem System von (n—1) Integralen (51.) aquivalent ist.
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5.

Die Gleichung (52.) erdffnet einen neuen Gesichtspunkt zur Betrach-
tung der (n—1) Integrale (51.) bei einer beliebigen Form F(dz).

' Ich fasse die Anfangswerthe x,(0) zusammen, fir welche die Function

P(0) gleich einem beliebig gewihlten festen Werthe A ist; diese Anfangs—

sysleme bilden mithin eine Mannigfaltigkeit der (m—1)ten Ordnung. Zu jedem

System z,(0) werden die (r—1) Verhdltnisse z,‘((()))) durch die Gleichungen

x,
(54 **.) bestimmt, und die betreffende Integration des Systems (3°.) bezeichnet

fir die Variabelen «, eine bestimmte Mannigfalligkeit der erslen Ordnung.
Die Totalitat dieser Mannigfaltighkeiten der ersten Ordnung wird durch die
(m—1) Integrale (51.) in Verbindung mit der Gleichung
(57.) PO) = A4
dargestellt. Wenn men nun diese Mannigfaltigkeiten von den Systemen =z, (0)
an in dem Sinne forisetzt, dass die Function P slets zunimmt, und soweit
fahrt, dass fir alle Endsysteme «, die Gleichung
(58) P =B ’

gilt, wo B wieder ein fester Werth ist, so lehrt die Gleichung (52.), dass
das Integral R in allen denselben Werth S R '

(59.) R = B—A4

U

erhélt. Gleichzeitig baben die Verhalinisse der Elemente -:—f, welche der

Mannigfaltigkeit der (n—1)!® Ordnung von den Endsystemen a::‘, P=B, ent-
sprechen, die Eigensohaft, die Gleichungen (54*.) zu erfillen, welche mit
den Gleichungen (54**.) von gleicher Gestalt sind.

- Wenn man bei der angestellten Ueberlegung stalt des Integrals P die
Function R (x(0), z) substituirt, welche durch die Gleichungen x,(0) = z,(0),
z,=x, aus der Function R hervorgeht, und zugleich die Conslanle A von
der positiven Seite gegen die Null abnehmen ldsst, so convergirt die Mannig-
faltigkeit der (n—1)t® Ordnung R (x(0), £(0)) = A gegen -das einzige Werlh~
system z,(0)=r,(0)*), und das enisprechende Ergebniss wirft ein neues
Licht auf die Function R(x(0),x) und ilre Ableil'u'_ngen in Bezug auf die

*) In casu nostro circulns infinite parvus adoptari potest, centrum in eo puncto
habens, a quo distantiae r sumerantur, disgu. .gen. dirca..superf. cxsiv.; art. 22. . '
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Constanten x,(0). Diese Ableitungen werden nach (29) durch die Gleichungen

OR (2 (0), x) ( (dli) )
O ()

ausgedriickt, sobald statt der Bezeichnung x, (0) die Bezeichnung =, (0) eingefdhrt
ist, und stehen in einer emfachen Beziehung zu dem System der Normal-
variabelen (22.). '

Auf dem emgeschlagenen Wege findet sich auch die Losung der Auf-
gabe, wenn das System (3°) vollstindig integrirt ist, ein Integral P der
Forderung (40.) zu ermitteln, bei welchem die Gleichung

(60.) P= A4
dieselbe Mannigfaltigkeit der (n—1)t® Ordnung fiir die Variabelen z, bestimmt
wie eine gegebene Gleichung

(61.) R = A
Hler bedeutet A, wie friher, einen constanten Werth, R eine willkarlich
angenommene Funchon der Variabelen z,.

Vermdge der Integration des Systems (3°.) seien die Verhéltnisse
-'D_:Q)_ und die Grosse R, wie in Arlikel 8, durch die Systeme von Werthen

z‘l(o)
x, und z,(0) ausgedrickt. Man setzt nun fest, dass das Anfangssystem x,(0)

der Gleichung
(62.) R0) =

geniige, und dass die Verhéltnisse der Anfangselemente :—Z-% durch die (n—1)
Gleichungen '
oF, (¢ (0))
(’éI) 9z, (0)
( ) R A CIO))
dz,, oz, (0)

- (63.)

bestimmt werden. Das Forischreiten der Variabelen z, in der Mannigfaltig-
keit der ersten Ordnung, welche durch die Integration des Systems (3%.) be-
zeichnet ist, géschehe so, dass das Dilferential (%;’i).dt 'positiv wird. Aus
den s Gleichungen (62.) und (63.) determinirt man die Grossen x,(0) als
Functionen der Grossen x, und substituirt diese Ausdricke in die Funclion
R, welche dadurch in die Funclion R adbergehen mége. Dann wird das
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gesuchte Integral P durch die Gleichung
(64) P = R+A
dargestelit.
Das vollstindige Differential der Grosse R, insofern dieselbe von den
Werthsystemen «, und z,(0) abhﬁnot ist durch die Gleichung (7°.) folgender-
massen ausgedrickt

1
R = 3 OE@),, 5RO O, (0).

a Oz, s 3z, (0)

Die Werthsysteme z,(0) werden nun durch Functionen der Variabelen x, er-
setzt, welche die Gleichungen (62.) und (63.) erfallen. In Folge von (63.)
1 .

ist der Ausdruck Ei(—%i%o)))l Jz,(0) gleich dem Producte eines Factors

in den Ausdruck 2’(-@3-) Jz,(0), in Folge von (62.) ist der Ausdruck

2.‘ ( aﬁ) dz,(0) gleich Null. Deshalb gilt far das vol]standlge Differential der
Funchon R die Gleichung '

1
65) IR = 3 2LE) 9,

a9
T
welche beweist, dass die Function P= R+ A4, wie behauptet worden, ein
Integral der Forderung (40.) ist. Da die Function B verschwindet, sobald
die Gleichungen x, = ,(0) eintreten, und da die Systeme z,(0) die Gleichung
(62.) befriedigen, so bezeichnet die Gleichung P=A dieselbe Mannigfaltigkeit
der {n—1)te» Ordnung fir die Variabelen z,, wie die Gleichung R = 4, und
zwar gellen fir dieselben dieser Mannigfaltigkeit benachbarlen Wertbcomplexe

z, die Ungleichheiten P=>4 und R =>4, weil des Differontiel ( LP” positiv
vorausgesetzt ist.

Fahrt man die Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung, welche durch
die Integration des Systems (3°%.) bestimmt sind, von den Systemen z,(0) so
weit, dass for alle Endsysieme x, die Function R denselben Werth

66) R =B—A
erhilt, so gehdren alle Endsysleme x, wegen der ‘Gleichung (64.) zu der
Manmgfslllgkelt ‘der (n—1)ten Ordmmg ' '

(67.) P = B.
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Ferner haben die Verhaltnisse der Elemente ==, welche dieser Mannigfaltig-
&,

keit entsprechen, die Eigenschaft, die Gleichungen (54*.) oder die aequi-
valenten Gleichungen

op OF(@)

or. Oz,
(68.) P = —3F@)

oz, oz,

zu erfillen.

Die Beslimmung der Verhéltnisse der Elemente x,‘—gg% durch (63.) und

[
N 1

der Elemente == durch (68.) kann durch eine Forderung ersetzt werden, die

T,

: : . . 1
sich auf das Element des Integrals R oder den Ausdruck (F(dzx))* bezieht.
Betrachtet man in demselben die Grdssen x, als fest und der Gleichung R—= A
genigend, dagegen die Grbssen da: als veranderlich, und verlangt, dass die

vollstandige Ableitung von (F (dw))’ in Betreff der Grossen dz, verschwinde,
wahrend der Ausdruck
(69) dt = =Ty,

einen festen posiliven Werth annimmt, so sind die Verhaltnisse der Grossen
dx, durch die Gleichungen

oR OF (dz)
' Oz, ddz,
- (@0)  Z® = “aFEn
.0z, ddz,,

determinirt, und das noch frei bleibende Vorzeichen der eirnen Grosse dz, ist
durech die Bedingeng dR — O festgestellt. Dann bezeichnen die Elemente dz,
den Anfang einer bestimmten Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, welche
von dem Werthsysteme =z, der Mannigfaltigheit (n—1)tr Ordoung R=A4 aus-
geht. Fir dieses Sachverhéltniss kann man den Ausdruck gebrauchen, daes
die Monnigfaltigheit der ersiem Orduung dx, gegen die Mannigfaltigheit der
(r—1)ten Ordrung R = A mit Ricksicht auf die Form F(dr) normal sei.
Unter den so definirten Begriff fogt sich das System (63.) und das System
(68.). Bei diesen Anwendungen ist zu beachten, dass die Form F(dz) bei
nicht constantem U vermdge (9.) das Product des Factors (&;f_'-‘}ﬂ)”-l in
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die Form pf(dzx) ist, dass dieser Factor sich in den Verhaltnissen der Ab-
oF (dz)

leitungen heraushebt, und dass man deshalb auch zu der Bezeich-

_9dz.
OF (dz)
Jdz,,
nung berechtigt ist, dass die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung (dz,), normal
sei gegen die Mannigfaltigkeit der (n —1)t» Ordnung R(0) = A, und die
Mannigfaltigkeit dz, gegen die Mannigfaltigkeit P — B, mit Riicksicht auf die
Form p f(dx).
Wenn man innerhalb der Mannigfaltigkeit der (n—1)ten Ordnung R=A
von dem Werthsysteme x, nach dem Werthsysteme z,+dx, fortschreitet, oder,

was dasselbe ist, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung durchiguft, so ist

@) =250,

und zwischen den Elementen Jz, dieser Mannigfaltigkeit und den Elementen
dx, der gegen R = A normalen Mannigfaltigkeit besteht die Gleichung

OF (dz)
(12) 2520, =0.

Dieselbe verwandelt sich, wenn durch die Substitution eines beliebigen Systems
neuer Variabelen nach (23.) F(dz) = G(dy) wird, in die correspoudirende Glei-
chung aG(dy) Jdy,=0, und ist in sofern zu der Form F(dx) covariant.
Nun gdt: wenn die Form F(dr) vom zweiten Grade ist, und nur, wenn sie
vom zweiten Grade ist, die Gleichung

(73.) ga” () 5, ﬂ’%"—”)-dz,

" Also ist in diesem Falle, und nur in diesem Falle, die Beziehung zwischen
der Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung dz, und der Mannigfaltigkeit der
ersten Ordnung Jx, eine gegenseitige, und man darf sagen, dass die eine
gegen die andere mil Rilcksicht auf die Form F(dz) normal, oder orthogonal, ist.

9.
Unter der Voraussetzung, dass die Zahl p =2 ist, sei P ein voll-
standiges Integral der Forderung (40.) mit den Constanten ¢,, ¢, ... c,,
und man transformire die Form F(dx) durch das in (42.) definirte System

von neuen Variabelen

oP P P
P, w=F G =Pn o g =P

Journal fir Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2. 19
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Hier ist nach (9.) und (17.) fir ein nicht constantes U
F(dz) = 2(U+H).,2£ 6, dx, dz, ,
wihrend fir ein constantes U die Substitution (10**.)
2(U+H)=2(UstH)=1
gemacht werden muss. Die neue Form ist in Folge der Ariikel 4. und 5.

das Aggregat aus dP’ und einer anderen Form, welche nur die Differentiale
d#d,, ... db, enthalt, und es gilt die Gleichung

(74) 2(U+H) 3 o,dz,dz, = dP*+ Zm,,db,dd,,
wo die Buchstaben t, ¢ die Zablenreibe 2, 3, ... n bezeichnen. Um die adjungirten

Elemente der neuen Form durch die adjungirten Elemente der urspringlichen
Form darzustellen, wie in Artikel 2. far den Fall n =2 geschehen ist, setze ich

oM .
(75) Im‘x,cl = M, m = Mr,l;

ferner ist zu erwdgen, dass dem nach (17.) der Form 2f(dr) zugehdrigen

Ausdrucke "’ bei der Form F(dz) der Ausdruck W’i—ﬂ)—d entspricht. Dem-
nach ergeben sich die Transformationsrelationen
1 Ay 9P 8P _
2(U+H)a,b Vi) a&‘, 81‘5 -
" 1 Aa,g aP a(D _
@) ewrm S 4 o am — ®
1 Aoy 0D, 00, _ M.,
2WIH) o3 4 Oz, Oz M

von demen die erste mit der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung
(18.) fir die Function P und daher auch mit dem Inhalt der Forderung (40.)
zusammenfallt. Die. linke Seite derselben bat die Eigenschaft, bei der Trans-
formation (23.) in den entsprechend gebildeten Ausdruck fir die Form G(dy)
dberzugehen, und ist, nach der Bezeichnung Herrn Beltramis, der erste Dif-
ferentialparameter der Function P mit Bezug auf die quadratische Form F(dx);
die Gleichung selbst, welche man als die der quadratischen- Form F(dz) zu—
gehirige Hamiltonsche partielle Differentialgleichung bezeichnen kann, wird die
Gleichung (12.) des dortigen §. 3, sobald F(dz) das Quadrat des Linearelements
fir die nfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit der Variabelen x, bedeutet.
Indem ich die Voraussetzung p =2 beibehalte, werde ich die Erdr-
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terungen des vorigen Artikels auf die Begriffe der reellen Mechanik beziehen,
die in Art. 2 definirt sind. So entstehen die folgenden Theoreme *).

Theorem III. Wenn ein vollstindiges Integral P der Hamiltonschen
portiellen Differentialgleichung (18.) mit den Constanten c,, c,, ... c, gegeben ist,
wenn man fir die Anfangswerthe der Variabelen z,(0) durch die Gleichung
P(0) = A = const. eine Mannigfaltigheit der (n—1)tec Ordnung bestimmt, und
fir die Variabelen x, von jedem Werthsysteme x,(0) eine Mannigfaltigheit
der ersten Ordnung ausgehes ldsst, welche das System der mechanischen Dif-
ferentialgleichungen (3°.) inlegrirt, und gegen die Mannigfaltigheit P(0) = A
mit Riicksicht auf die Form 2f(dx) normal ist, so wird die Gesammtheit dieser

Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung durch die (n—1) Integrale g—: = gf)o
in Verbindung mit der Gleichung P(0) = A ausgedriickt. Setst man diese
Mannigfaltigkeiten in dem Sinne, in dem die Function P zunimmt, so weit fort,
dass die Endsysteme =z, su der Mannigfaltigheit der (n—1)t® Ordnung P=B
= const. gehoren, so sind die bezeichneten Mannigfaltigheiten der ersten Ord-
nung gegen die Mannigfaltigkeit P = B mit Ricksicht auf die Form 2f(dx)
ebenfalls normal, und das Integral der kleinsten Wirkung nimmt fir alle den
festen Werth R=B— A an.

Theorem 1V. Die Gleichung R (0) = A = const. beseickne fiir die
Anfangswerthe x,(0) eine beliebig gegebene Mannigfaltigkeit der (n—1)ten Ord-
nung, von jedem Werthsysteme x,(0) erstrecke sich fir die Variabelen z,, in
dem Sinne, in welchem R > A wird, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung,
welche das System der mechanischen Differentialgleichungen (3. intégrirt, und
gegen die Mannigfaltigheit R (0) = A mit Ricksicht auf die Form 2f(dx) normal
ist, und swar soweit, dass das Integral der kleinsten Wirkung R in allen den
festen Werth B — A erhdlt. Dann bilden die Endsysteme x; eine Mannig—
faltigheit der (n—1)te» Ordnung, gegen welche die definirien Mannigfaltighkeiten
der ersien Ordnung mit Riicksicht auf die Form 2f(dx) mormal sind, und der
Ausdruck R+ A geht durch eine geeignete Substitution in ein Integral P der
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung (18.) dber, das, gleich A geselst,
die Mannigfaitigkeit der Anfangswerthe z,(0), gleich B gesetst, die Mannig—
faltigkeit der Endwerthe =, darstelll.

*) Das zweite von diesen Theoremen habe ich unter der Benennung: Theorem
der analytischen Mechanik in der allgemeinen Sitzung der Niederrheinischen Gesell-
schaft tir Natur- und Heilkunde vom 7. August 1871 vorgetragen und in den Be-
richten der Gesellschaft publicirt.

19 *
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Es leuchtet ein, dass, wenn die Zahl » =2 oder =3 ist, und wenn
2f(dr) in dem Sinne der reellen Geometrie das Quadrat des Linearelements
auf einer gegebenen Oberfliche oder in dem Raume bedeutet, eine Mannig-
faltigkeit der ersten Ordnung, die gegen eine Mannigfalligkeit der (n— 1)ten
Ordnung mit Ricksicht auf die Form 2f(dr) normal ist, zu einer Linie wird,
die beziehungsweise gegen eine andere Linie in der gegebenen Oberfliche,
oder gegen eine Flache im Raume normal stebt. Mithin verwandelt sich das
Theorem IV., wenn n=2 und die Kraftefunclion U gleich Nuil ist, in den
Gaussischen Satz iber die kiirzesten Linien auf einer gegebenen Oberfliche,
welcher in der Einleitung angefahrt ist *).

Da der Begriff einer Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung fir die Va-
riabelen z,, die das System der mechanischen Differentialgleichungen (3°.)
integrirt, nichts anderes bedeutet, als die Art der Abhéngigkeit, in welche
(n—1) Variabele x, gegen die dbrig bleibende Variabele z, treten, sobald
die Bewegung des betreffenden Massensystems den gegebenen Anfangszu-
stinden gemdass erfolgt, so nimmt die durch die Theoreme III. und IV. be-
aeichnele Gruppirung dieser Anfangszustinde die Aufmerksamkeit in Anspruch.
Hier zeigt sich wieder ein bedeutender Unterschied, je nachdem die Krafte-
function in der That vorhanden oder nicht vorhanden ist. Wenn die Krifte-
function nicht vorhanden, d.h. U constant oder Null ist, so bleibt die Inte-
gration des Systems Differentialgleichungen (3°.) vollig ungeandert, wofern

man die Anfangswerthe x,(0) nicht andert, die Anfangswerthe z,(0) aber so

andert, dass die Verhaltnisse % dieselben bleiben, und desselbe gilt von

dem Integral der kleinsten Wirkung R = / (2f(z")tdt. Wenn dagegen eine

Kraftefunction vorhanden, d. h. U mcht constant ist, so bestimmen die ab-
soluten Werthe der Grdssen z,(0) den Werth der Constante H in dem In-
tegral der lebendigen Kraft (5°.), und diese Constante erscheint sewohl in
dem System Differentialgleichungen (3°.), als auch in dem Integral der kleinsten

Wirkung R = / '2(U+H)‘(f(a:’))*dt. Die Gruppirung der Anfangszustidnde
in den Theoré;nen IIL. und IV. beschrankt die Werthe z,(0) durch eine Glei-
z(0)

chung, bestimmt zu jedem Werthsysteme «,(0) die Verhaltnisse ) und
&,

*) Disqu. gen. circa superf. curv., art. 16.

\
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selzt, wofern U nicht constant ist, zugleich voraus, dass die Grosse H einen
unveranderlichen Werth habe. Diese Gruppirung verfagt also, wenn U constant
oder Null ist, nur dber die Verhaltnisse f—,‘%)) und nicht dber den absoluten
<,
Werth der Grossen x(0); sie verfigt aber, wenn U nicht constant ist, dber
den absoluten Werth der Grossen x,(0) in der Weise, dass die Constante H
stets denselben Werth haben muss, oder, dass der Uebergang des betreffen~
den Massensystems aus einem beliebigen von jenen Anfangszustinden in einen
anderen beliebigen von denselben durch eine fingirte unter der Einwirkung
der Kraftefunction U geschehende Bewegung dem Satze von der lebendigen
Kraft (5°.) nicht widerspricht.
Bonn, den 15. Juli 1871.

Druckfehler.
Seite 141, Ueberschrift des Artikels, statt 5 setze man 8.



