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Zur Deutung der Molekelspektren.  I. 
Von F. Hund, zurzeit in Kopenhagen. 

Mit 13 Abbildungen..-- (Eingegangen am 19. November 1926.} 

Als Analogon zur mehratomigen Molekel wird mit Bilfe der Quantenmechanik ein 
System yon einem Freiheitsgrad untersucht, dessen potentielle Energie mehrere 
5[inima hat. Es ergibt sich die Miiglichkeit der Zuordnung der stationiiren Zu- 
stiinde eines solehen Systems zu denen yon Teilsystemen, die dureh unendliches 
Entfernen der minima voneinander oder dutch Unendlichwerden der potentiellen 
Energie zwischen ihnen entstehen. Entspreehend ergibt sieh (ira Gegensatz zur 
klassisehen Theorie) tin adiabatischer Zusammenhang zwischen den Zust~inden 
zweier getrennter Atome oder Ionen, den Zust~tnden eiuer zweiatomigen ~[olekel 
und den Zust~nden tines Atoms, das durch Vereinigung tier Kerne entstanden 
gedacht werden kann. Dieser Zusammenhang gestattet die Angabe eines qualitativ 
giiltigen Termsthemas der .3[olekel und erlaubt eine Erl~iuterung der Begriffe 

,polare l~olekel" und ,,Ionengitter". 

Das Ziel dieser Arbei~ soll sein, einige Wege zu zeigen zum q u a l i -  

t a t i v e n  V e r s t i ~ n d n i s  d e r i e n i g e n  Z i ige  in  d e n B a n d e n s p e k t r e n ,  d i e  

au f  d e r  B e w e g u n g  d e r  E l e k t r o n e n  b e r u h e n .  Die genaue Berechnung 

der statloni~ren Zusti~nde einer Molekel diirfte noch schwieriger sein als 

die en~sprechende Aufgabe beim Atom. Beim Atom gelangte man iedoch 

durch vereinfachte ModeUvorstellungen mit tibersichtlichen Kopplungs-  

verhi~ltnissen zu einem Versti~ndnis der verschiedenen Typen yon Spektren 

und der Maunigfal t lgkeit  ihrer  Terme. Dabei  war  die Tatsache giinstlg, 

dal] man (wegen der adiabatischen Invar ianz  der Quantenzahlen) auch 

mlt  einem Modell, dessen Kopplungsverhi~ltnlsse nicht mehr ganz der 

Wirk l ichke i t  entsprachen, noch die richtige Zahl der Terme bekam. 

~hnliches diiffte auch bei Molekeln m~iglich sein. 

Fi i r  die optischen Spektren der Molekeln is t  (au~er der Sehwingung" 

uud Rota t ion des Kerngeriistes) die Bewegung der aul]eren Elektronen 

wesentlich. Als  k l a s s l s c h e s  M o d e l l  einer solchen Bewegung in zwei- 

atomigen Molekeln bietet  sich dar die Bewegung eines geladenen Massen- 

punktes (Elektrons) in elnem Kra~tfeld, dessea Potent ia l  die Form 

u = ~ (~'0 + ~ (r~) 
hat, wo r 1 und r 2 die Abstande des Elekt rons  yon zwei festen Punkten 

(den Kernen) sind und U 1 und U~ Zentralfelder  bedeuten, wie sie bei 

Atommodel len vorkommen. Dabei ist  zuniichst vernachlassigt ,  da~ der 

Abstand der beiden Kerne der Molekel durch die Bewegung des Leucht- 

elektrons mitbest immt ist. Auf eine Folgerung aus diesem Modell einer 
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Molekel hat B o h r  gelegentlich hingewiesenl); es folgt daraus die Exi- 

stenz yon Termserien, fiir die eine R y d b e r g - R i t z s c h e  Formel gilt. 

Die Bewegungen dieses klassischen Modells sind in zwei  G r e n z -  
f a l l e n  leieht zu iibersehen. Nehmen wir zunachst die Kerne als ver- 
schieden an, um einer Resonanz zu entgehen~). Wenn dann der Abstand 
der Kerne sehr grol] ist, so ist das Elektron (au~er wenn seine Bahn- 
dimensionen ebenfalls sehr grol} sind) iu der N~he des einen Kernes, und 
seine Bewegung ist gen~hert die eines Elektrons in einem Atommode]l, 
das unter dem Einflul] elnes aut]eren elektrisehen Feldes steht. Aueh 

wenn der andere Kern mit seiner Umgebung ein neutrales Gebilde ist, 
maeht sieh, wenigstens bei starkerer Annaherung, ein solcher Effekt be- 
merkbar. Nach dem Korrespondenzprinzip erhalten wir daher (wenn wir 

den Elektronendrehimpuls s zunachst weg]assen) eine dureh n, 7, ~t be- 
stimmte Termmannigfaltigkeit, wenn der Einflul] des zweiten Atoms oder 

Ions gering ist (wie im quadratischen Starkeffekt eines Atoms), oder eine 
dutch die den elliptischen Koordinaten $, ~/, q~ entspreehenden Quanten- 
zahlen n = n~ + n~ + n,r, n = n ~ - - n ~ ,  m --=- n,p bestimmte bei sehr 
starker Einwlrkung. Der letztere Fall ist analog dem llnearen Starkeffekt 

eines Atoms mit wasserstoff~ihnlicher Termordnung (dessen klassisehes 
Modell ]a in parabolischen Koordinaten ~, ~, r separierbar ist). 

Den anderen Grenzfall, in dem die Bewegung unseres klassischen 
Modells leicht zu iibersehen ist, erhalten wit, wenn wir den Kern eines 

Atoms durch zwei nahe beieinander liegende Kerne ersetzen. Die Bewe- 
gnngen dieses Modells lassen sich dutch eine einfache StOrungsreehnung 
tibersehen; das Leuchtelektron erh~tlt drei nichtentartete Freiheitsgrade. 
In der Quantentheorie liefert dies eine Termordnung, die qualitativ die- 
selbe ist wie die im Starkeffekt. Ein dutch n und Z bestimmter Term 
spaltet (s wird vernachl~ssigt) in mehrere, dureh m gekennzeichnete 
Terme auf; Werte yon m, die sich nut durch das Vorzeiehen unterseheiden, 

]iefern dabei dieselben Terme. 
Der der Wirkliehkeit mehr entsprechende Fall nnseres Modells liegt 

zwischen diesen beiden Grenzf~llen und hat, wenn die Abweichungen der 

Z e 2 
potentiellen Energie yon nieht gro3 sind, "~_hnlichkeit mit dem 

I" 

Problem der zwei Zentren. Dieses ist bekanntlich in elliptischen Ko- 
ordinaten ~, ~, cp separierbar. Bei klassiseher Reehnung 3) liefert es (von 

1) Siehe z. B. M. B o r n ,  Atommcehanik I, Berlin 1925, S. 185. 
~) W. t t e i s e n b e r g ,  ZS. f. Phys. 38, 411, 1926. 
3) W. P a u l i ,  Ann. d. Phys. 68, 177, 1922. K, F. N i e s s e n ,  Diss. Utrecht  1922. 
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Grenzfallen abgesehen) zwei Bewegungstypen, die in bekannter Weise 
durch die Fig. 1 dargestellt werden. Bei gleichen Kernen ist bei dem 
einen Typ (I) die Bewegung symmetrisch, bei dem anderen (H) unsym- 

metrisch in den Kernen. Die durch 

Fig. I. 
Bahntypcn im Zweizentrcnproblcm 

der klassischen Mechanik. 

n~, n~, nr gekennzeichneten Bahnen I 

gehen bei weiterer Ann~herung der 
Kraftzentren adiabatisch fiber in Bahnen 
n, l, m unseres ~odells mit den nahen 
Zeatren. Die durch n~, n~, nr gekenn- 

zeichneten Bahnen I I  lassen sich durch 
Auseiaanderfiihren der Kerne und geeig- 
nete Verst~rkung der Einwlrkung des 

anderen Kernes und seiner Umgebung 
[iberffihren in die ebenfalls durch 

n~, n~, ,n~ r = m gekennzeichne~en Bahnen 
des Starke~fektes in sehr starken Feldern (der der Termordnung nach 

dem llrtearen Starkeffekt yon Wasserstoff entspricht). 

Der ganze Ubergang yore Fall der welt getrennten Kerne bis zum 
Fall der sehr nahen Kerne lal~t s ich im k l a s s i s c h e n  Mode l l  n i c h t  
a d i a b a t i s c h  aus~tihren. Gehe.n wir bei gegebenen Quantenzahlen vom 

Grenzfall der welt getrennten Kerne aus, so kommen wir zunachst zum 

Bahntypus I I ;  aber bei einem gewissen Kernabstand ist dieser nicht mehr 
miJglich. Die klassische Bewegung wird eine Limitationsbewegung. Das 
entsprechende geschieht, wenn man yon der anderen Selte, dem Fall der 
sehr nahen Kerne, herkommt; bei einem gewissen Abstand der Kerne 
wird der Bahntyp I unmiiglich und die Bewegung wird eine Limitation. 
Ein adiabatischer Ubergang fiber den Limitationsfall hinweg ist wegen der 
verschwindenden Frequenz nicht mSglich. Eia formaler Ubergang l~l]t 

sich aus[iihren, wenn man die beiden Bahnen I [  betrachtet, die zu ie ebmm 

der Kerne gehiiren und deren Jn ~ ~ /~nd~ bet g]elchem J~ und J(p so 

gew~hlt sind, dal] der Limitationsfall bel demselben Kernabstand eintritt, 
und wenn man nach Unterschreitung dieses Abstandes J~ glelch der Summe 
der bisherigen Werte seize. Fig. 1 stellt diese Bahnen auf beiden Seiten 
des Limitationsfalles dar. 

Diese in der klassischen Theorie auftretende Schwierigkeit ver- 
schwindet bei Anwendung der Quantenmechanik. Da sie nicht b[o$ beim 
Zweizentrenproblem auftritt, sondern auch bei vie1 ein[acheren Systemen, 
auch solchen yon einem Freiheitsg'rad, wollen wir das quantentheoretische 
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Verhalten soicher Systeme an einem e i n d i m e n s i o n a l e n  B e i s p l e l  stu- 

dieren. Das Wesentliche ist o[fenbar, dug die Potentialfunktion U(x) 
gewlsse Werte mehr als zweimal annehmen kann, andere nur zweima], 
so dal~ die Zahl der Nullstellen yon U ( x ) ~ I V  sieh bei -4nderung 
eines Parameters plStzlich ~tadern kann. Wit  [benutzen dabei SchrS-  
d i n g e r s  Methode der Wellenmeehanik, da sie vermittelst der Eigen- 
funktionen eine aaschauliehe Beschreibung der station~ren Zustiinde er- 

mSglicht. 
Naeh dem Stadium solcher eiufacher F~lle kehren wir zum Zwei- 

zentrenproblem zuriick und machen Anwendungen auf die Termordnung 
zeiatomiger Molekeln. 

A d i a b a t i s c h e  I n v a r i a n z  bei e lnem F r e i h e i t s g r a d .  

Die klassische Meehanik kennt einen Sa t z  yon  der  a d i a b a t i -  

s chen  [ n v a r i a n z  der  W i r k u n g s v a r i a b e l n  eines periodischeaSystems. 
Wenn die Energiefunktion von elnem Parameter r abh~ingt, so durchlauft 

bei adiabatischer ~nderung yon ~ das System gerade die Zust~nde, die 
bei den verschiedenen Werten des konstant gedact/ten l~arameters ~, die 
g]eiehen Werte der Wirkungsvariabeln haben. Diesem Satz entspricht 
die E h r e n f e s t s c h e  A d i a b a t e n h y p o t h e s e :  Bel adiabatischer-~derung 
yon ~ durehl~uit ein atomares System Zast~tnde, die aueh bei den ver- 

sehiedenen Werten des konstant gedachten Parameters ~ Quantenzusti~nde 
sind 1). 

Diese -~nderung des Zustandes kiinnen wir mit fIilfe S c h r t i d i n g e r s  
Wellengleichung an einem eindimensionalen Beispiel erlautern. Die 
stationiiren Zustande eines Systems mit der Energie U(x) entsprechen 
LSsungen ~/~ (x) der Differentialglelchung 

~ " =  ~ [~(x)--w], 
die gewisse Randbedingungen erfiillen. Wenn U(x) an beiden Enden 

eines Intervalls unendlieh und aueh f U(x)dx unendlich wird, so lauten 

die Randbedingangen ~ff = 0. Wenn das Intervall unendlich grofl ist 
und wir uns auf das Punktspektrum beschranken, so lauten sie ebenfalls 
~/Y : 0. (F~lle, in denen ~/r eine Periodizit~tsbedingung zu erftillen hat, 

seien hier nicht betrachtet.) Ftir die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
eines solchen Problems gilt dann der Satz: Ordnet man die Eigenfunk- 
tionen in der Relhenfolge ihrer Eigenwerte, so teilt die n4e Eigen[unktion 

~) M. B o r n  (ZS. f. Phys. 40, 167, 1926) zeigt, daft aus der neuen Quanten- 
mechanik tats~ichlich dieser Satz [olgL 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 50 
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dutch ihre Nullstellen (Knotenpunkte) das x-Intervall in genau n Teile ~). 
Man kann also die stationaren Zustande dureh Quantenzahlen 0, 1, 2 . . .  
bezeictmen, wo die Quantenzahl die Zahl der Nullstellen der SehrS-  

Fig. 2. 

Bewegung. Beim 0berschreifen 

dingerschen Eigenfunktion ist. Ftir 
unsere Betraehtungen ist wesentllch, dal] 
es ganz gleichgifltlg ist, ob U(x)--IV 
flit alle Eigeawerte W die gleiehe Zahl 
Nullstellen hat oder nieht. Aueh bei 
Potentlal~unktlonen U(x) yon der Form, 
wie sle Fig. 2 darstellt, erhalten wir 
zu ieder Zahl yon Nullstellen eineu 
Eigenwert und damit eine einfaeh ge- 
ordnete Folge -con station~ren Zustanden 
des entspreehenden mechanisehen Sy- 
stems. -~ndern wir U(x) ein wenig, so 
bleiben im allgemeinen die bisherigen 
Eigenwerte nieht erhalten; abet in der 
Naehbarsehaft sines ieden yon ihnen 
gibt es einen neuen Eigenwert., dem die 
gleiche Zahl Nullstellen entspricht. Das 
gilt auch, wenn bei dieser "~nderung 
yon U(x) die Zahl der Nullstellen yon 
U(x)--W sich andert. Hier zeigt sieh 
ein grol]er Untersehied gegen das Ver- 
haltea soleher Systeme in der klassischen 
einer Stelle, wo sieh die Zahl der Null- 

stellen U(x)--~V iiadert, ist eine Zuordnung yon Bewegungen mit 
gleichem Wert des Phasenintegrals 

diesseits und ~enseits dieser Stelle gar nieht mSglich. 
Dieses einfaehe Verhalten in der Quantenmechanik sei noeh etwas 

naher an den Eigenfunktionen erlautert. Fig. 2 gibt eine (nur qualitativ 
gfiltige) Darstellung der Eigenwerte IV und Eigenfunktionen ~/~ zu einer 
Funktion U(x). Es mfissen bier einige Worte fiber die physikallsche 
Bedeutung des Verhaltens der Eigeuwerte gesagt werden. Beim Eigen- 

1) u Courant-Hilbert ,  Methoden der mathematischen Physik I, 1924, 
S. 366. 
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wert l~o des dargestellten Falles hat man wohl ein Recht zu sagen, die 
bewegte Partikel schwingt um die linke Gleiahgewichtslage. Ira Falle W~ 
hat es schon keinen Sinn mehr, die Partikel einem der beiden Gebiete 
zuzuschreiben, in denen U(x) -  W negat iv is t .  Wi~hrend wir in der 
klassischen Mechanik Bewegungen haben, bei denen die Partikel um die 
linke Gleichgewiahtslage schwlng't, solahe, bei denen sie um die rechte 
Gleichgewiahtslage schwingt, und endliah solche, bei denen sic beide 
durchl~uft, haben wir in tier Quantenmechanik einen allmahlichen Uber- 
gang yon einem Zustand, den man als Schwingen in einem Teilgeblet 
ansprechen kann, zu Zustfinden, bei denen die Schwelle yon U(x) kaum 
noah einen Einflul] hat. 

Fiir uns ist nun die Frage sehr wichtig, was geschieht, wenn man 
die Schwelle in einem Potential U(x) der eben betrachteten Form immer 
htiher und schllelllich unendlich hoch macht, so dab alas G e b i e t  in zwei  
v o l l s t a u d i g  g e t r e n n t e  Te i l e  zer f~ l l t .  Wir gehen yon einem Fall 
aus, wo die Schwelle schon reaht hoch ist, und erhtihen nun die Schwelle, 
indem wit in elnem sehr kleinen x-Intervall U(x) sehr steil fiihren, doch 

dab ] U(x)dx beliebig grol] wird. Fiir die Eigenfunktionen bedeutet SO, 

das, dab 

j" = J" W ] d x  

oder die -~nderung yon ~/r vergllahen mit ~F selbst, sehr grol] wird. Die 
Eigenfunktionen erhalten an tier Stelle der Schwelle bei festgehaltenam 
Funktionswert einen immer starkeren Knlak, oder bei festgehaltenem 
Maximalwert der Eigenfuuktionen (oder bel einer Khnlichen Normierung 
des noah willkiirlicheu Faktors) werden sie an der Ste]le der Sahwelle 
fast Null (Fig. 3). Sic werden genau Null bei unendlich hoher Schwelle. 

Man kann nun die stationaren Zustande des Ausgangssystems den 
stationaren Zustanden der beiden Teilsysteme, in die es zerf~llt, adia- 
batisch zuordnen. Dabei nehmen wir zuniichst an, bei noch nicht gauz 
vollzogener Trennung falle keine Nullstelle irgend einer Eigenfunktion 
auf die Trennnagsstelle (entsprechend Fig. 3). Man sieht leicht, dab eine 
welt.ere ErhShung der Schwelle eine VergriiBerung des Eigenwertes be- 
wirkt; bei vollstandiger Trennung wird dana entweder eiu Eigenwert 
des einen oder des anderen Teilsystems erreicht. Wenn ein Eigenwert des 
linken Teilsystems errelcht wird (z. B. TT o der Fig. 3), so hat die Eigen- 
funktion bei fast vollzogener Trennung im rechten Teilgebiet nahe bei 
Null llegende Werte, und bei vollzogener Trennung ist sle dor~ genau 
Null (Fig. 4). Man sieht, dal] man bei Trennung des Gebietes genau die 

50* 
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Eigenwer~e und Eigenfunktionen und damit die stafion~ren Zustande der 
Teilgebiete bekommt. Und zwar bleJbt die energetisehe Reihenfolge nach 
der Trennung dieselbe. Das Zuordnungssehema (Fig. 5) ist also sehr 
einfaeh, man zeiehne sieh die Eigenwerte (Energien) der Zustande des 
Gesamtsystems und der Tei]systeme auf und ordne den tiefsten Weft des 

~ f  0 

1 

g 

Fig. 3. 
Fast getrennte Teilgebicte. 

L/ 
Fig. 4. 

Getrennte Teilgebie te. 

Gesamtsystems dem tiefsten der Teilsysteme zu, den zweittiefstea des 
Gesamtsystems dem zweittiefsten der Teilsysteme nsw. 

Wenn irgendwo eine schon vorhandene Nullstelle der Eigen[unktionen 
im Grenzfa]l vollst~indiger Trennung gerade au~ die Trennungsstelle f~llt, 
so ~ndert das steile ErhShen der Schwelle an dieser Eigenfunkt~oa (wegen 
W---~ 0) nichts Wesen~liches und die Funktionswerte n~hern sich in keinem 
Teilgeblet f[[r alle Koordinatenwerte. der Null. Die betraehtefe Eigen- 
funktion der Gesamtgebiete geht in eine Eigen~unktion des elnen und ;_n 
e[rte Eigen[unktion des anderen Teilgebie~es fiber. Aber in diesem Falle 
nahert sich aueh die vorhergehende Eigenfunktion (also die mi~ einer 
Nullstelle wen~ger) den gleiehon Eigea[unktionen der beiden Teilgebiete. 
Es sind bier zwei Eigenfunktionen des Gesamtgebietes zwei Eigen[unk- 
fionen der Teilgebiete zugeordnet. Unmltt.elbar vor der Durehtrennung 
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sind die betre[fenden Eigenwer~e des Gesamtgebietes schon nahezu gleich, 

die Eigenfunktionen aber verschleden. Man kann den Grenzttbergang zu 

den Eigen[unktlonen der Teilgebiete bier _:  

3 auch so fiihren, dal] man die Eigenfunk- 
tionen sich wirklich als Ampli~uden einer 
Schwingung denkt mit der Frequenz B ~. 
Dann liefern die beiden betrachteten 
Eigenfunktionen Schwebungen, bei denen 
abwechselnd die ganze Energie in dem 

einen und in dem anderen Teilgebiet ist. 
Ftihrt man die Trennung im geeigneten 
Augenblick aus, so erhal~ man eine 
Schwingung, die einer Eigenfunktion des 

einen Gebietes entspricht. FOhrt man sie 
in einem geeigneten anderen Augenblick 

aus, so erhalt man eine Schwingung, die 
einer Eigenfunktion des anderen Gebietes 
entspricht. 

Dieser zuletzt betrachtete Fall tritt 
immer dann auf, wenn die Teilgebiete 

gleich sind (Fig. 6). Es gehSren dann 
immer zwei aufeinandedolgende s~ationare 
Zustande des Gesamtgebietes zu zwei 

gleichen Zustanden der Teilgebiete. In 
diesem Falle hat es natiirlich vor der 

Trenmmg niemals Sinn zu sagen, die 
Partikel schwingt in einem Teilgebiet, 
vielmehr dtirfte das wirkliche Verhalten 

anch Xhnlichkelt mit einer Schwebang 
haben; man kSnnte vielleicht sagen, die 
Partikel ist eine Zeltlang in dem einen, 
dann eine Zeitlang in dem anderen Teil- 
gebiet. 

Von den beiden Eigenfunktionen, die 

zu gleichem Eigenwert gehSren, ist die eine 

2 3 

0 m 2 
/4 .. 

m ]  

0 - -  
0 

Fig. 5. 
Zuordnung der  Te rme  bei T rennung  

der  Teilgebiefe.  

7 

I L f  L/2 '  

Fig. 6. 
Fas t  ge t rennte  gleiche Teilgebiete.  

symmetriscb in den Teilgebieten (d. h. sie 
~ndert sich nicht bei ihrer Vertauschung), die andere unsymmetrisch 
(sie ~ndert ihr Zeichen bei ihrer Vertauschung). Sie verhalten sich 
darin formal wie die beiden Eigenfunktionen, die nach H e i s e n b e r g  und 
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D i r a c  1) be[ Systemen mit zwei E[ektronen au[treten und dor t  im Grenz-  

fall verschwindender Kopplung gleiehen Eigenwer t  haben. Die 1)hysika- 

lische Bedeutung ist  abet  eine andere. In  unserem Fal le  kombinieren 

auch Zust~ude mit  symmetrisehen und solche mlt  unsymmetrisehen 

E~gen[unk~ionen mKeina~der, w/e die Be~rachlbtmg der In tegra le  

d 

dig die Dipolmomente ergeben, zeigt ~-). 

An den lJberlegungen ~indert sich niehts Wesentliches, wenn das 

Gebiet der Koordinate  x unendlich ist und die Potential[unktion die Form 

der Fig. 7 hat  und wenn die Trennung der Gebiete so ausgefiihrt wird,  

F,g 7. 

daft die Sehwelle die I-Itihe yon 

U(~o) erhalt  und unendlieh brei t  

wird.  I n  diesem Fa.Ile ha t  das 

System ein diskretes und ein 

kontinuierliehes Spektrum voa 

Eigenfunktionen, und unsere iJTberlegungen gelten ffir das diskrete. 

Ferner  l~t]t sieh eine Teilung elnes Gebietes in mehr a]s zwei Teilgebiete 

leicht iibersehen. 

In  solchen Systemen, bei denen k ~r eine Periodizit i i tsbedlngung zu 

erfiil]en ha.t, erbal t  ma~ auch im wesentlichen die gleichea Ergebnisse3). 

[ u a l l e n  F a l l e n  s i g h t  m a n ,  da~  b e i  e i n e r  T e i l u n g  des  G e -  

b i e t e s  k e i n  s t a t i o n i i r e r  Z u s t a n d  v e r t o r e n  g e h t .  J e d e r  g e h t  in  

e i n e n  s t  a{ ion~i ren  Z u s t a n d  e i n e s  d e r  T e i l g e b i e t e  f iber .  W e n a  

kS m e h r e r e  Z u s t a n d e  d e r  T e i l g e b i e t e  m i t  g l e i c h e r  E n e r g i e  

g i b t ,  g e h t i r e n  zu d i e s e n  e b e n s o v i e l  Z u s t a n d e  des  O e s a m t g e b i e t s  

(diese haben versehiedene Energie). 

Der Satz, da~ bei einer adiabatischen -s eines Systems yon 

einem Freihei tsgrad der tiefste Zustand stets in den tiefsten, allgemein 

der nte  Zustand stets in den n ten  tibergeht, bedarf einer physikal iseh 

1) W. Keisenberg- ,  1. e. P.A. ~[. Di rae ,  Proc. Roy. Soe. (A) II'2,, 66I, ifl26. 
'~) E. Sch r i i d inge r .  Ann. d. Phys. 7fl~ 734~ 1926. 
3) An[ die in der klassisehen Meehanik bestehende Sehwierigkeit, die Libra- 

tioz~en eines um eiae Achse drehbaren K5rpers mit abnehmendem ~iul]eren Felde 
in Rotationen iiberzufiihrea, stSiit schon P. E h r e n f e s t  (Verslagen Akad. Amster- 
dam, Nat. Afd. 22. 586, 1913; vgl. auch N. Bohr,  Abhaadl. u. Atombau, Braun- 
schweig 1921, S. 127). Ia der Quanteumeehanik ist der Zusammenhang sehr leicht 
za iibersehen. Zua~ichst gibt es keiaea scharfea Unterschied zwischen den 
beiden Bewegungstypea. llit abnehmendem ~iufleren Felde rtickeu je zwei Eisea- 
werte des Systems einander a~iher und fallen im Grenzfa]l des verschwiadenden 
Feldes (kr~i[tefre[er Rotator) zusammen. 



Zur Deutung der )folekelspektren. L 751 

sehr wichtigen Erg~inzung. Denkea wir uns z.B. ein System, dessen 
potentielle Energie zwel ungleiche ~llnima, etwa links ein tieferes, reehts 

eln weldg'er tiefes Minimum, und dazwisehen eine sehr hohe Schwelle 
hat, dureh adiabatisehe -~nderung eines Parameters ~ iibergefiihrt in ein 
System, dessert potentielle Energie reehts clas tiefere Minimum hat, so 

geschieht die Zuordnung der Zusfande in anderer Weise, als wenn die 
Sehwel[e unendlich hoeh ist und wir zwei getrennte Systeme haben. Fiir 
endlich hohe Schwelle haben wir 
etwa die in Fig. 8 d u t c h -  
angegebene Zuordnung und fiir 
unendlieh hohe Sehwe]le die dutch 

angegebene Zuordnung. 
Den stetigen Ansehlu~ des Falles 
mit endlieh hoher Schwelle as 

den Fall mit unendlich hoher 
Schwelle haben wir uns folgender- 

Fig. 8. 
mal3en zu denken. Betrachten wir 
zungchst den Fall der getrennten Teilgebie~e als erste Nghernng, so 
kanu man in n~ehster Nfiherung den Einflu[~ des Zusammenhangs der 
Teilgeblete so auffassen, da.~ er eine Wahrscheinlichkeit fiir elnen 

Quantensprung bewirkt,, demzufolge das System den W e g -  ein- 

sehlggt. Diese Wahrscheinllehkelt wird um so grSl~er, ie langsamer die 
-s des Systems erfolgt (ie kleiner h ist). Fassen wir umgekehrt 
bei endlich hoher Schwelle den Weg - -  als stationgren Zustand auf, 
so ergibt sich bei immer st~rkerer Erhtihung der Schwelle bel rest- 

gehaltener i~nderungsgeschwindigkeit yon cr eine immer grS~ere Wahr- 
seheinliehkeit far elnen Quantensprung, der dem W e g - - -  des Systems 
entsprieht. Denn die Frequenz yon ez hat dann die Grbl~enordnung der 
l~Tbergangsfrequenz. In der Grenze unendlieh hoher Sehwelle mu~ die 
Ubergangswahrseheinliehkei~ 1 sein. Es  h a t  a l s o  e i n e n  Sinn,  
eas t  g e t r e n n t e  S y s t e m e  d u t c h  g e t r e n n t e  a n z u n g h e r n .  

A d i a b a t i s c h e  I n v a r i a n z  bei  m e h r e r e n  F r e i h e i t s g r a d e n .  

Bei Systemen mit einem Freiheitsgrad hatten wir den u die 
stationgren Zustande mit der Zahl der Nu[lstellen der S c h r S d i n g e r -  
schen Eigenfunktion numerierea zu kiinnen: ferner llel] sich leieh~ 
zeigen, da~ bei adiabatischen Zuordnuno'en Terme sich hie tiberschnitten. 
Im Falle mehrerer Freihei~sgrade 1:~i~ sich eine so]che Numerlerung im 

allg'emeinen nicht durchfiihren. 



752 F. Hund, 

Wir wissen, daf  bei :~nderungen yon Systemen mit mehreren 
Freiheitsgraden sich Terme schneiden k~innen, z. t3. bei den bekannten 
{_~berggngen yon schwachen zu starken Magnetfeldern. Fragt  man nach 

der Zuordnung der Terme vor Eintr i t t  eines solchen Zusammenfallens 
zu den Termen nach dem Zusammenfallen, so gibt es formal zwei :M~ig'- 
lichkeiten: entweder man liil]t die Terme sich iiberkreuzen oder man liil]t 
sie einander n•hern, zusammenfal]en and dana ohne Uberkreuzung aus- 

einander gehen. Bei einer physikalisehen Anderung des Systemparameters 
wird sieher in den Fgllen, wo die betre[fenden Terme sieh durch eine 
bestimmte physikalische Eigensehaft, etwa einen Drehimpuls (z. B. m beim 
Magneifeld) unterscheiden, der [~bergang mit lJberkreuzen die grSllere 

Wahrseheinlichkeit haben. Ein streng adiabatiseher *Obergang ist hier 
wegen des Zusammenfallens zweler Terme nicht miiglieh. )lindestens in 
vieler~ Fallen [vielleicht allgemein] 1) ist das Zusammenfa.llen yon Termell 

kiinstlich gesehaffen dureh eine Vereinfachung des Problems (die die 
Separierbarkeit  ermSglicht), und bei Bertieksiehtigung einer vorher ver- 
nachlassigten Griil]e kommen die beiden Terme einander nut  nahe. Es 

liegt bier ein ganz ~hnlieher Fal l  vor, wie der in Fig. 8 dargestellte. 

Die wirkllche adiabatische Zuordnung ist etwa die d u t c h -  dar- 
gestel]te; die Zuordnung - - -  erhalt  man durch die N~herungsmethode. 
Die Abweichung der strengen Reehnung yon der Naherung, also der Einflul] 
der ,Stiirung", hat iedoch keine grol]e physikalisehe Bedeutung, da aus 
Stetigkeitsgriinden das gestiirte System sich ~thnlich verhalten mul~, wie 

das ungestSrte. ]m gest(irtea System werdea dann eben die Ubergangs- 
wahrscheinliehkeiten, die den Zuordnnngen - - -  entsprechen, groin and 

in der Grenze unendlieh kleiner StiJrung gleich 1. 

Aus diesem Grunde hat es elnen guten Sinn, wenn wit  ietzt 
S y s t e m e  betrachten, d ie  in irgendwelchen Punktkoordinaten s e p a r i e r -  
b a r  s i nd ,  so daft die S e h r S d i n g e r s c h e n  Eigenfunktionen sich als 

1)rodukte voa Funktioneu sehreiben lassen, die nut you ie einer Variabeln 
abhgngen. Wenn das System bei einer adiabatischen :~nderung in diesen 
Koordinaten separierbar bleibt, dann gilt  der Satz: Die Energie ist eine 
monotone Funktion ieder der Quantenzahlen, wenn man als Quanten- 
zahlen die Zahlen der Nullstellen der nut yon einer Variabeln abh~ngigen 
Eigenfunktionsfaktoren benutzt2). Daraus folgt sofort, da$ sich bei den 

~) Zum Beispiel wenn einer der beteiligten Terme der tiefste Term ist. Er 
entsprieh~ der Eigenfunktioa ohne Knoten uad mul~ stets in einen Term iibergehen, 
dessert Eigenfunktion ebenfalls keine Knoten hat. 

~) Es liegt das daran, dM3 bei Separation f~ir jede der Koordinaten eine 
S turm-Liouvi l lesche  Differentialgleichuag auftritt, ftir die der oben (S. 746) 
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hier betrachteten adiabatischen :~nderungen Terme, deren Separations- 

quantenzahlen bis auF eiue gleich And, nicht fiberschneiden kSnnen. 

Ein ganz ahnlicher Satz gilt  in den Fallen, wo man die in endlieher 
Zahl vorhandenen Terme, die zu irg'endwelchen Quantenzahlen (etwa ~ 

und 1) des ungestSrten Systems gehSren, durch eine St~rungsreehnung 
erbalt. Es ist der Satz, mit dem man die 
Zuordnungen der Terme in sehwaehen 
magnetisehen oder elektrischen Feldern zu 

denen in starken Feldern maeht. Er  heillt 
dort:  Terme mit gleichem m schneiden 
sich nieht. Seine Gfiltigkeit beruht darauf, 
daf] die Werte  ]V der Terme mit  gleichem m 

als Wurzeln einer algebraisehen Gleiehung 

F~ ( ~ ;  ~) = o 

erscheinen, wo et der adiabatisch zu ver- 
andernde Parameter  (etwa die ]Veldst~irke) 

ist. Da diese Gleichung nut reelle Wurzeln 
haben kannl) ,  kommt alas in Fig. 9 schraf- 
fierte Gebiet der ( I [ ,  ct)-Ebene fiir F =  0 

Fig 9. 

nicht in Frage. Die Kurvea  F ~ 0 er]eiden also hJchstens in speziellen 

Grenz[allert eine l'Jbersehneidung. 

Wi t  gehen jetzt zu der Frage fiber, was bei einer Teilung des 
Systems in getrennte Teile geschieht. Man sieht auch bier leicht, daft 

kein Term verloren geht. Man denke sich zu diesem Zwecke die Eigen- 
funktionen anschaulich dargestellt, dann bedeutet die Trennung dureh 
Unend]ichwerden des Potentials auf elner Trennungslinie (bzw. Flache) 
eine seharfe Kn{ckung und schlief~lich Bin Nullwerdert der Eigen[unktionen. 
Wenn die Trennungslinie (-flache) nieht gerade Knotenlinie (-flache) ist, 

so geht jede Eigenfunktion des Gesamtgebiets in eine solehe eines der 
Teilgebiete fiber. Wenn die Trennungslinie (-flache) gerade Knotenlinie 
(-flaehe) ist, so werden zwei Eigenwerte des Gesamtgebiets beim Uber- 
~an~ zur Trennung gleich und die beiden Eigentunktionen gehen in zwei 
solehe der Teilgebiete fiber, yon denen je eine zu einem Teilgebiet 
geh6rt. 

genaante Safz gilt. Auch in den F~lien, wo die Randbedingung nicht Ver- 
schwinden yon ~'~ sondern nur Endlichbleiben fordert, ~indert sich niehts 
wesentliches. 

1) Vgl. 5[. Born, W. t t e i s e n b e r g  und P. Jo rdan ,  ZS. L Phys. 35. 
557, 1926. 
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Haben wit ein separierbares System und bleibt die Separierbarkeit 

bei der Trennung erhalten, so gilt ganz dasselbe, wie bei einem Frei- 

heitsgrad. Um die Zuordnung der Zustfinde des Gesamtsystems zu den 

Zustgnden der Teilsysteme zu erhalten, braueht man nur die Koordinafe 

zu betraehfen, deren Gebiet getrennt wird. 

Q u a l i t a t i v e s  f iber  das  Z w e i z e n t r e n p r o b l e m .  

Das Z w e i z e n t r e n p r o b l e m  (zwei teste Zentren und ein Elektron) 

fiihrt auf eine in elliptisehen Koordinaten ~,~,go separierbare S e h r ~ -  
d inge r sche  Di[ferentialgleiehungt). Die station~ren Zustgnde lassen 

sich also mit Hilfe der Quantenzahlen n~, n,v m ~ n, r numerieren; jede 

dieser Zahlen kann alle Werte yon 0 his co aunehmen. Dabei ffillt die 

Unterscheidung in die z w d  Bahntypen fort, die beim klassisehen Problem 

besteht ~). 

tiber die genaue Lage der Terme kann natiirlieh nur eine numerische 

octer graphische LSsu~g der S e h r 5  d i n g e r  schen Differentialgleichung Aus- 

kun~t geben. Einen Anhaltspunkt ftir die genfiherte Lage gibt jedoeh 

der {~Tbergang yon zwei sehr welt ent[ernten Kurven(-zent ren)zu  zwei 

sehr nahe beieinander liegenden Kernen. 

Betrachten wir zun~ichst den F a l l  u n g l e l e h  g e l a d e n e r  K e r n e .  

Bei unendlich grol]em Abstand besteht dann das Termsystem aus den 

Termen, die der Bewegung des Elektrons um den einen Kern entsprechen, 

nnd aus den Termen, die der Bewegung um den anderen Kern entsprechen 

(Fig. 10, links). Ntthern wir ietzt die Kerne einander, so bleibt das 

Problem bei ieder Lage der Kerne in ~, +7, go separierbar. Bei noch 

groSem Abstand tri t t  eine Aufspaltung der Terme ein. die sehr nahe die 

des linearen Starkeffektes ist (Fig. 10). Gehen wir jetzt yon dem Falle 

aus, in dem die Kerne zu einem vereinigt sind, so haben wir hier die 

Termordnung eines Atoms mit einem Elektron (Fig. 10, reehts); ffihren 

wit  die Kurve etwas auseinander, so spaltet ieder Term au~, und zwar 
treten zu gegebenem ~+r des Ausgangsterms alle MSglichkeiten yon ~+~, ~ ,  ~ 

auf, bei denen 
. ~  + n ,  7 + .m . =  ,~] 

ist (wir z~hle,1 ++ nm 1 niedriger ats gewSlmlieh). 

1) Die Differentiatgleichung ist yon W. Alexandrow (Ann. d. Phys. 81, 
603, 1926) behandelt. Sein Ansatz zur LSsung kann ]edoch nieht allgemein geaug 
sein, da man leicht einsieht~ daft auch fiir m -  0 und m ~ 1 LSsungen 
existLeren mt~ssen. Anm. bei der Korrektue: 0. Burrau hat mittlerweile eine 
numerische LSsung der Gleichung' for die tie[sten Zustiiade ausgeP[ihrt (vgl. eine 
demn~ichst in den Naturwissenschaften erscheinende kurze Mitteilung). 

�9 2) VgL W. Paul i ,  1. c. und K. F. Niessen,  1. e. 
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Die Zuordnung der Terme bei grolem Kernabstand zu den Termen 

bei gerlngem Kernabstand hat so zu erfolgen, dal zuniehst n~ and m 

unge~ndert bleiben. In ~ entsprieht die Zuordnung unserem oben all- 

gemein behandelten Fail; die Terme des Gesamtsys~ems (nahe Kerne) 

werden in ihrer energetisehen Reihen~olge den Termen der Teilsysteme 

(ent[ernte Kerne) zugeordnet. In Fig. 10 ist die Znordnung flit den 

dor~ angenommenen Fall dargestellt ( Z I : Z  ~ = 5 :3 ) :  die Zahlen auf den 

den [;bergang darstellenden Linien sind n~, n,~, ~. 

[m Fa l l e  g l e i e h e r  K e r n e  haben wit bei unendlich grogem Ab- 

stand der Kerne das Termsvstem elnes Atoms mit einem Elektron. Jeder 

Unendlich weir Weit  getrennte Vereinigte 
getrennte Kerne Keme Nahe Kerne Kerne 

~ ' :  - -  ~ ~ " ~ - - - - - - - ~ -  0 2 0  . . . . . . .  

~000~ 

- - 0  

F~g. 10. Terme einer Molekr mit zwei ungleiuben Kemen und einem El~ktron. 

Term hat aber das doppelte Gewicht wie bei einem Atom, da das Elek- 

tron um ieden der beiden Kerne laufen kann. Bei Anniherung der 

Keme spaltet jeder dieser Terme in die durch J~, n~,, m. bestimmten 
Komponenten und jede dieser Komponenten in zwei anf. Diese Terme 

o.ehen dann in die Terme bei nahen Kernen iber. Um den ganzen 0"ber- 

gang iibersiehtlicher zu gestalten, ist Fig'. 1 1 so gezeiehnet, als wirde 

jeder der unelldlieh weit ent[ernten Kerne ia ein homogenes elektrisehes 

Feld gebraeht, dann das Feld dutch den anderen Kern ersetzt und 

sehIiel31ieh die Kerne einander gen~thert. Bei der Ersetzung des homo- 
genen Feldes dutch den anderen Kern spaltet jeder Term in zwei auf: 
~L/- und J~ bleiben ungeinder~, n~ ~ 0 geht in ~ ~ 0 und t~,, ~ 1 
abet., % ~ 1 in n , i - - 2  and J~,; = 3 usw. In Fig. 11 sind fir  
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spateren Gebrauch die zu gleichem .n. gehSrigen s, p . . . .  Terme unter- 

schieden. 
Wir haben bisher den Fall betraehtet, dal3 das Kra[tfeld yon zwei 

Punkt]adungen herri~hrt und hatten fiir die Zuordnungen immer yon der 
Tatsache der Separierbarkeit Gebraueh gemacht. Ftir die Anwendung 

auf Molekeln interessiert aber aueh der Fall, bei dem 

U = U, (rl) + U 2 (r2) 

ist, wo ~ und U2 a11gemeinere Funktionen sind. Dann ist alas Problem nicht 
mehr in elliptischen Koordinaten separierbar uud yon unseren E,'gebnissen 

Uncndlich wcit WeR getrennte Vereinigte 
getrennte Kernr Kerne Nahe Kerne Kerne 

~ ' - -  ~ - -~ .  ~.~'--.  

- ~ .  o2o ..... ---:----- "~s 

- - ~ . .  
" ~  L ~  Z/7. 

1~ - - - - -  .~.... OlO 2 s  
x 

N 
X 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

X 

~ 
\ \ \  

\ 
\ ,  

~ - . ~  1.I" 

Fi~, 1 I. Terme einer Molekel mit zwei gleiciaen Kernen und einem Elektron. 

bleibt zun~iehst nur das bestehen, daft beim Ubergang yon mit getrennten 
Kernen zu nahen kein Term verloren geht. In vielen FAllen hi]ft aber der 

obengenannte algebralsche Zuordnungssatz: Terme mit gleichem ~ und m 
schnelden slch nicht, solange die n-Ordnung nieht gestSrt wlrd. Man denke 
sich dazu zun:,~chst iedes der beiden Kraftzen~ren in ein homogenes elek- 
trisches Feld gebraeht, dieses lasse man so stark werden, dal3 die elek- 
trische Aufspaltung grol~ gegen den feld[relen Abstand der Terme mlt 
verschiedenem l und gleichem n wird. Dann ist das System gen~hert 
in parabolischen Koordinaten separierbar. Die Zuordnung'en der Terme 
bel den bisherigen Veri~nderungen lassen sich mit der genannten m-Regel 
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angeben. Nun ersetze man das homogene Feld dutch das Feld des 

anderen Kra[tzentrums und ftihre die Zentren zusammen. Dabei wird 

die separierbare Naherung schlechter und schlechter. Wean sie aber 

noeh so lange eiuigermafien gilt, his die n-0rdnung des Endsystems her- 
gestellt ist (und bei hinreiehend kleiner _~bweiehung vom Fe[de zweier 

Punktladungen ist dies der Fall), so kann man die Zuordnung der durch 

n~, n,l, m beschrlebenen Terme bei mSl]ig getrennten Kernen zu den 

dutch n, l, .m besehriebenen Termen bei sehr nahen Kernen wieder mit 

Hilfe des m-Zuordnungssatzes ausf~hren. Eine solche Zuordnung ist in 
Fig. 11 angegeben~). 

Hier ist zu beachten, dal3 bei strengerer Rechnung die Zuordnung 

vielleicht eine andere wird, indem Terme, die sich bei Annahme der 

Separierbarkelt iiberkreuzen, dies dann nicht mehr tun. Trotzdem hat 

natiirlieh die hier gegebene Zuordnung einen physikalisehen Sinn, eben 

den des wahrscheinlichen Ubergangs bei einer physikalischen iirnderung 

des Kernabstandes, solange die Abweiehnng yon der Separlerbarkeit 
klein ist. 

Bei mehr als einem Elektron hat man mehr als zwei ,,getrennte 

Systeme". Im Falle zweier Kerne und zweier Elektronen hat man z. B. 

als Ausgangssysteme folgende: Zwei Elektronen um den elnen Kern, 

zwei um den anderen Kern, schlie~lich eines um ieden Kern. Wir wol]en 

zungehst die belden Kerne (K und k) und aueh die beiden Elektronen 

(E und e) als versehieden voraussetzen; dann haben wir die Systeme: 

K . E d - k e ,  K e - ~ k E ,  K E e d - k  und k E e - ~  K. 
Bei mehr als einem Elektron ist die S ch r ( id inge r  sehe Differential- 

:_:'leichung auch beim Potential 

Z~ e Z~ e 

r 1 t" 2 

nicht mehr separierbar. Die Zuordnung der Terme in den getrennten 

Systemen zu den Termen ira System mit einem Kern der Ladung Z 1 d- Z~ 
ist dann yon tier Art der Uberfiihrung abhgngig. Bei zwei Kernen nnd 

zwei Elektronen kSnnen wir zwei Grenz[alle leieht iibersehen: Wit 

nehmen zungehst sehr geringe KoppIung der Elektronen an, dann ist die 

SchrSdingerg]eiehung genahert separierbar, und fiir iedes Elektron einzeln 

gelten unsere bisherlgen Uber]egungen. Betrachten wir bei iedem Elek- 

~) Hier ist allerdings nicht sicher, ob die Voraussetzungen der Aaweadbarkcit 
dieses Satzes gegeben siad oder ob nicht doch wegen der Separierbarkeit, zwar 
nicht in elliptischen Koordiaaten ~, r, aber doch ia ~ihn[ichen Koordinaten, 0ber- 
schneidungen yon Termen mit gleichem m vorkommen. 
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tron nur die Abh~ngigkeit yon einer Quantenzahl,. indem wir uns z. B. 

auf s-Terme besehranken, so erhalten wir die Termmannigfaltigkelt der 

Tabelle 1 (die Indizes geben die Quantenzahlen der Elektronen an). 

Tabelle 1. 

G e t r e n n t c  S y s t e m e  V e r e i n i g t e  S y s t e m e  

kE~el  ~- K 
k.El e2 ~- K 
k E1 ~- Ke~ 
k E~ -}- K e l  

K E a  ~- k el 
KE1 ~- k e.~ 
K E 2  el -~- k 
K El  e2 -}- k 

k E1 el ~, K 
k E1 -~ K el 
K El-~- k el 
K-E1 e, -~ k 

�9 �9 . o 

E 4 e.~ 
E~ et 
E~ e3 
-E4 el 

E3 e.2 
~i e4: 
E3 el 
E1 e3 

-E.. e2 
E2 el 
E1 e2 
E1 el 

Die Anordmmg der Terme der getrennten Systeme entsprieht einem 

Falle, bel dem die Ladung yon K etwas grSger ist als die yon k, und E 

etwas fester gebunden ist als e. Fiir E ~ e fallen gewisse Terme zu- 

sammen, und wir miissen nach P a u l i s  Aquivalenzregel gewisse Terme 

streichen. 

Die andere Art der Uberfiihrung der getrennten Systeme in das 

vereinigte sei folgende: Wir denken uns die Verschiedenhei~ der Elek- 

tronen so grol], dab wir zur Berechnung der Bewegung yon e stets die 

Ladung yon E kontinuierlich und kugelsymmetriseh verteilen kiinnen. 

Dann kSnnen wir die Zuordnung so aus[iihren, da~ wir zunaehst die Zu- 

ordnung der yon E herrtihrenden Teile wle bisher aus~iihren und dann 

die yon e wie bei einem Elektron, das um die kugelsymmetrischen Ge- 

bilde K E  und k bzw. k e und K lauft. Wenn wir annehmen, da~ K 

Tabelle 2. 

G e t r e n n t e  S y s t e m e  V e r e i n i g t e  Systemc 

k El el-~- K 
K El el ~ k 

k EI  --~ K e 2 
K-E1 -~- k e~ 

k -El @ K e l  
K E 1 .~- k el 

~2 e3 
-E 1 e 3 
E2 e~ 
-El f~ 

.E~ fl 
E1 Cl 
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grt)~ere Ladung als k hat und daft k E  t + . K Q  noch tiefere Energie hat 
Ms K E  t e 2 + k, so erhalten wit die Zuordnung der Tabelle 2. 

Die Zuordnung ist eine andere als die der Tabelle 1. Um zu sehen, 
welche Zuordnung bei einer bestimmten speziellen Anwendung auftritt, 
ist der dort auftretende Fall besonders zu untersuchen. 

Nach Pau l i ,  H e i s e n b e r g  und D i r a c  treten yon den Eigenfunk- 
tionen bei zwei gleichen Partikeln nut dieienigen wirklich auf, die in 

l s  2 s  . . . .  

W e l t  getrennte 
H + H H+ + H -  Kerne Nahe Kerne He 

7S7S , , ~ .  

-~-  )~-~-. .~-:-- ._gr/ho . . . . .  - -  - -  l s  J s  
. . .  - .  r 

mzs  
Or' t bo  - 

"~N.. 

Fig. 12. Terme einer MoMkel mit zwei gleichen Kernen und zwei Elektronen. 

den Partikeln unsymmetrisch sind. Fig. 12 ist so gezeichnet, als hatten 
die Elektronen eine ganz kleine Verschiedenheit, die etwa durch eine 
verschiedene Richtung des magnetischen Moments bedingt w~re. Der 
Standpunkt ftir Fig. 12 ist also derselbe wie der bei t t e i s e n b e r g :  Ab- 
leitung des Termsystems des Parhellums und des Orthohe]iums 1) mit der 
Annahme, die Elektronen h~i.tten magnetische Momente mit fester, aber 
fiir beide verschiedener Richtung. Fiir diesen Sfandpunkt erhalten wit 
in unserem System mit zwei Zentren und zwei E|ektronen ein ,~Par- 
sys t em"  und ein , ,Or t i losys tem",  wobei wir mit H e i s e n b e r g  die 
Zust~nde, deren Eigenfunktionen symmetrisch in den Elektronen sind, 
zum Parsystem, die mit unsymmetrischen Eigenfunktionen zum 0rtho- 
system rechnen. Zwischen Par- und Orthosystem sind (wie bei Helium) 
g'anz schwache Kombinatlonen m(~gllch. 

1) W. H e i s e n b e r g ,  1. c. 
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A n w e n d u n g  au f  M o l e k e l n .  

Die ein[achste Holekel  is t  das p o s i t i v e  I o n  d e r  W a s s e r s t o f f -  

m o l e k e l  ~Ha+). Ihr  Hodel l  unterseheidet sich bet Vernachlgssigung 

des Kreiseldrehimpulses s des Elektrons  vom Zweizen~renproblem nur 

dadurch, da$ der Abstand der Kerne nicht test gegeben ist, sondern um 

eine Gleiehgewiehtslage sehwingt 1), die durch die Elektronenbewegung 

mitbest immt wird. An  S~elle ~edes Terms im Zweizentrenproblem t r i t t  

eine Funkt ion  des Abstandes r der beiden Kerne, deren Minimum die 

Gleichgewichtslage bestimmt und deren Termwer t  ffir unendlichen Ab- 

stand in einen Termwert  der getrennten Systeme iibergeht. Fi i r  kleine r 

verhal ten sich die Funkt ionen wie 1/r, ihre Abstgnde gehen gegen die 

Abstiinde der Terme im Fa l le  der zu einem vereinigten Kerne. 

W i r  kSnnen aus Fig. 11 das q u a l i t a t i v e  T e r m s c h e m a  des  H2 ~ 

entnehmen. Der tiefste Term hat  m = 0 (unter Beriieksichtigung yon s 

crhglt er .mr ~ 0, .m ~--- -~). Der zweitt iefste Term hat  ebenfalls m ~ 0 

(bzw. mz ~ - - 0 ,  m-- - - �89  Denken wir  nns die s,~, d-Aufspaltung der 

Fig.  11 weg, so s tel l t  sie qual i ta t iv  den l~;bergang yon zwei getrennten 

H-Kernen mit einem Elektron fiber den Starkeffekt,  das tt.~-Ion zum 

ge+-Ion  dar. Die Reihenfolge der Terme in ihrer Abh~ngigkei t  yon n~, 

he, m entspricht  ungefahr der yon N i e s s e n  durch klassisehe Reehnung 

gefundenen, wenn man die Aufspal tung der zu gleichem Zus~and der ge- 

trennten Systeme gehSrenden Terme re]ativ klein, die , ,Starkeffekt"- 

Au[spaltnng grol] annimmt 2). 

W i r  gehen ietzt  zu ether quali tat iven Betraehtung der W a s  s e r s t o f f- 

m o l e k e l  fiber. Das Termschema lieg~ auf dem t lbergang zwischen 

den Systemen H ~ - t t  und I=[+-~ - H - e i n e r s e i t s  und dem H e - A t o m  

andererseits. Da die ElektronenaIfiniti~t des H-Atoms, wenn sie fiber- 

haupt positiv ist, hSchstens wenige Volt  betr~gt~), dtirften die tiefen 

Terme der H~-Molekel  bet Auseinanderri ieken der Kerne in Terme 

des Systems H - ~  H fibergehen. Das Termschema diirfte etwa durch 

1) Indem H e i s e n b e r g  yon den bet Beriicksiehtigung der Kernsehwingung 
und Rotation auftre~enden Eigenfuaktionen im Falle gleieher Kerne nur die zul~flt, 
die in den beiden Kernen unsymmetriseh stud, oder nut die, die symmetrisch 
sind, erh~lt er eine Erkl~rung des bekannten Iatensitatswechsels der Bandenlinien 
(~'gl. eine sp~ter erseheinende Arbeit yon W. He i senberg) .  

2) Anm. bei der Korrektur. Bur rau  hat die Energien der Terme 0, 0, 0 
und 0, 1, 0 als Funktionen yon r berechne~. Das Hinimum der Funktion bei 0, 0, 0 
gibt die Energie des H~+-Ions. 

3) Ein mit Hil~e yon LiH ausgefiihrter Kreisprozell spricht mehr zugunsten yon 
negativer Elektronenaffinit~it, vgl. J. K a s a r n o w s k i ,  ZS. ~. Phys. 38, 12, 1926. 
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Fig. 12 dargestellt sein (wahrseheinlich ~edoch beeinflul3t der Term 

1 s 1 s yon I-I + + H -  das Termschema Iloeh weniger). An Stelle eines 

Terms im zugehSrigen Zweizentrenproblem trit~ aueh hier eine Funk- 
tion des Kernabstandes r. Da sich zwei zentrale H-Atome hSchstens 
mit einer Kraft anziehen, die mit einer hohen Potenz yon 1/r geht, so 
ist nieht gesagt, ob alle diese Funktionen ein Minimum haben, also wlrk- 

lieh einem Zusta~d der H.2-Moleke] entspreehen. 

Nehmen wir elne geringe Verschiedenheit der beiden Elektronen an, 
so erhalten wir ein P a r a -  und ein O r t h o t e r m s y s t e m ,  die sehr wenig 
miteinander kombinieren. Der tiefste Term geh~irt dem Parasys~em an, 

die naehst hSheren Terme dieses Systems liegen ira H + H 10,2 V h0her, 
im He 20,5 V hSher. Die yon L y m a n  gefundenen und yon E. E. W i t m e r  1) 
genauer un~ersuchten Banden des tt~ diir[~en ~Tbergfinge zwischen dem 
tiefsten 1)arazustand und einem dieser hSheren Parazustande sein. Da der 

tiefste Orthoierm in einen sehon recht hoeh ]iegenden Term des He tiber- 
geht, ist es sehr wohl mSglich, daft die zugehSrige Funktion yon r kein 
Minimum hat, so d a ] e s  gar keinen zugehSrlgen ]tloleke]zustand gibt. 
Es slnd auch kelne H~-Banden bekannt, die einer Termdifferenz yon 
etwas weniger als 13 V entsprechen. 

Wir wollen in diesem Zusammenhang noeh nicht auf Einzelhelten 
in den Spekiren der verschiedeneil Molekeln eingehen, sondem einige 
allgemeine Fragen, besonders die der p o l a r e n  Moleke l ,  an einem Bei- 
spiel erSrtern. Wit w~hlen l~aC1. Die tiefen Terme der NaC]-Molekel 

miissen bei Entfernung der Kerne iibergehen in die tiefen Terme yon 
Na -~- C1 und Na* + Cl-; die Terme yon 2qa- -~- C1 +, Na ++ + C1-- liegen 
so hoch; da~ wir sie nicht zu betrachten brauchen. Fiir die Zuordnung 
der tlefen Terme diirfte es erlaubt sein, ein Na+-Ion, ein C1-Atom und ein 
Elektron zu betraehten. Wir stellen also in Fig. 13 schematisch die 
~iefsten Terme eines Zweizentrenproblems dar, bei dem sieh ein Elektron 

im Kraftfeld der Gebilde Na + und C1 bewegt. In Fig. 13 sind angegeben 
die Terme, die dureh Zuftigung eines 3 s- und eines 3p-Elektrons zum Na + 
und eines 3/o-Elektrons zu C] entstehen. Ohne Beriicksichtigung des 
nur mittels des Kreiseldrehimpulses zu verstehenden Sehalenabschlusses 
spaltet dieser letztgenannte Term in zwei auf; einer davon fallt wegen 
des Schalenabschlusses aus. Die Zuordnung ist angegeben, als sel das 
betrachtete Zweizentrenproblem streng separierbar. Dies ist aber in 
Wirkliehkeit nieht der Fall. Bei streng adiaba~isehem Ubergang erhalten 

l~ E.E.  W i t m e r ,  Proc. Nat. Acad. 12, 238, 1926. 
Ze~tschrift fiir Physik. Bd. XL. 51 
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wir auch nicht die in Fig. 13 angegabene Zuordnung, sondarn der tie~ste 

Term bei welt getrennten Kernen (~a + C1) gehfi in den tiefsten Term 

bei nahen Keman fiber. Trotzdam ist Fig. 13 im oban angegebenen 

Sinne gezeichnet, well diese Zuordnung den wahrseheinliahcn physikalischen 
l_TbergRngen antsprechen diirfte. 

Fiir sehr gro]an Abstand der Karne gibt Na + C1 dan tiafsten 

Term; fiir sahr geringen Abstand ist der tiefste Term einer, der einem 

Term yon Na + + C1- zugeordnet ist. In der Molekel miissen wir diesen 

als tiefsten annehmen, in l_tbereinstimmung mit der bisherigen Auffassung 

Na + CI Na+ + CI- Edelgas 

3 S .  m 

j,--,.Sss'J = ~ -  

Fig. 13. Terme der NaCl~Molekel. 

..~(3p,f; 

~('z/ 

der NaC1-Molekel als polarar Molakal und der Sehatzung ihrer Energie 

mittels der elektrostatischen Anziehung der [onen Ra + u n d  C1-. Alle 

diase Vorstellungen bleiben ia als Ngherungen bestehen; sie erhalten nut 

einen etwas anderea Sina. 

Unsera Uberlegungan sind fiir die Definition der polaren Molekel 

wesentlich. Charakteristisch ist, da~ aueh fiir unseren S~andpunkt die 

Scheidung in polare uad nichtpolare Molekeln keine ganz strenge ist. 

Wir  kSnnen sagen: E i n a  M o l e k e l  be i~ t  p o l a r ,  w e a n  sie b e i A u s -  
e in a a d e r f iih r e n d e r K e r n e (etwa durch VergrS~erung der Sehwingungs- 

energie) in den  m e i s t e n  Fi~llen in z w e i  e n t g e g e n g e s e t z t  g e l a d e n e  

I o n e n  t i b a r g e h t l ) .  Die Uabestimmtheit der Definition besteht darin, 

daft die Wahrseheinlichkeit far den [~bergang in die [onen yon der Art  

des Auseinanderfiihrens abhiingt. 

Wir  sehan ferner, daft unter den Termen einer polaren ~[olekel auch 
solehe sind, die iibergehen in Zusti~nde, in denen zwei neutrale Atome 

1) j. F r a n c k  nennt eine Molekel polar, wenn die Konvergenzstelle tier 
Schwingungsterme des Grundzustandes dem Grundzustand zweier entgegengesetzt 
geladener [onen entspricht. Die~e Definition enthfilt einen geringerea Grad yon 
Unbestimmtheit, wie die oben angegebeLle, da eine bestilnmte Art des Auseiaander- 
fiihreas betraehtet wird. 
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vorhanden sind. Wir  verstehen, dal~ es mSglieh ist, eine polare Molekel 

durch Lichtabsorption uuter Anregung eines Elektronensprunges in zwei 

neuirale unangeregte Atome zu zerlegen~). Dagegen kann die Zerlegung 

einer niehtpolaren Molekel unter Anregung eines Elektronensprunges nicht 
in zwei uuangeregte Atome erfolgen, sondern etwa in ein unangeregtes und 

ein angeregtes ~). Unter den Termen einer nichtpolaren 3[oleke] kSnnen 

aber auch solche sein, die adiabatisch in Zusfande zweier [onen iibergehen. 

Es kann also m(iglieh sein, eine nichtpolare Molekel durch Liehtabsorption 

nnter Anregung eines Elektronensprunges in Ionen zu zerlegen. 

Fiir die inneren Elektronen einer .~iolekel diir[en wir den Abstand 

der Kerue als grol~ ansehen in dam Sinne, da]~ ihre Bahnen (abgesehen 

yore Falle gleieher Kerne) im wesentlichen nut  x, on einem der Kerne 

beelnfln~t sind. Es ist wohl in diesem Falle erlaubf zu sagen: Von den 

inneren Elektronen lfiuit ein Tell um den einen, ein Tel] um den anderen 

Kern. Strenggenommen haben wir natiirlich einen Zustand, der unserem 

ModeI1 der Fig. 3 entspricht, wo die Werte der Eigenfunktion ~ in dem 

einen Teilgebiet weseutlich griil3er sind als in dem anderen. Bei den 

aufleren Elektronen hangen die Bahnen der Elekfronen sehon mehr yon 

beiden Kernen ab, doch wird auch da in manchen Fiillen erlaubt seiu, 

im Sinne einer N~iherung zu sagen, die Elektronen laufen um den einen 

Kern. Und zwar wird dabei wesentl[ch sein, wie sich die Elekfronen 

beim Auseinanderfiihren der Kerne ordneu. So wird man bei NaC1 deu 

bisher iibliehen Sprachgebrauch festhalten und z. B. sagen, die seehs 

lockerst gebundenen/0-Elektronen laufen um den C1-Keru. 

Bezeichnen wir die (in dem eben festgelegten Sinne) zu einem Kerne 

gehSrigen Elektronen durch elnen Strich, die zum anderen Kerne ge- 

1) V. Kondra t j ew (ZS. f. Phys. 89, 191, 1926) hat durch Fortfiihrung einer 
Arbeit yon A. T e r e n i n  (ZS. f. Phys. 87, 98, 1926) gezeigt, daft die polare 
Molokel NaJ dutch Licbtabsorption in eiu aageregtes neutrales Na-Atom und ein 
unangeregtes neutrales J-Atom zerlegt werden k a n n . -  Ieh mSchte bier darauf 
hinweiseu, daft schou seit l~ugerer Zeit Herr Prof. F r anek  die Meinung vertritt, 
daft es m~iglich sein mull, polare ~olekeln durch Liehtabsorptiou mit Elektronea- 
sprung in neutrale uuangeregte Atome zu zerlegen. Die Versuche, die in seiuem 
Institut im Gange sind, 1assert es jetzt (wie mir Herr Prof. F ranck  mitteilt) als 
sehr wahrscheinlieh ansehen, dab die genannte Zerlegtmg wirklich auftritt. 

2) Die ~Sglichkeit der Zerlegung nichtpo]arer Molekeln dutch Liehtabsorption 
in normale und angeregte ist dutch Untersuchuugen im Franeksehen Iustitut 
(J. F ranck ,  Trans. Farad. Soc. 21, 3, 1925 uud ZS. L phys. Chem. 1~0~ 144, 
1926; E. G. Dymond,  ZS. f. Phys. 84, 553, 1926; H. Kuhn, ebenda89, 77, 1926) 
sowie dureh Uberlegungen yon R. T. Birge und H. Sponer (Phys. Rev. 28, 259, 
1926) gezeigt. 

51" 
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hSrigen dureh zwei Striehe, so hat der Grundzustand der NaC1-Molekel 
die Elektronenanordnung 

( i  s') 2 (2 s') 2 (2 p')o (1 s") ~ (2 s") ~ (2 ~") 6 (3 s") ~ (3 ~")o. 

Legt man der Bezeichnung der Terme den Ubergang in die eines Atoms 

bei zusammenfallenden Kernen zugrunde, so wiirde die gleiehe Elektronen- 

anordnung 
( 1 s) ~ (2 s) ~ (3 s) 2 (4 s) 2 (2 ~o) 6 (3 p)6 (5 s) ~ (4 p)6 

hei~en. 
Bei gleichen Kernen sind an ieder Elektronenbahn beide Kerne 

gleieh stark beteiligt. 
Trotzdem hat es einen gewissen Sinn, etwa die eine ttalfte der 

Elektronen dem einen, die andere tIalfte dem anderen Kern zuzusehreiben. 
Fiir den Grundzustand der Cl~-]~olekel scheint die Bezeichnung 

(1 s') ~ (2 s') ~ (2 p')~ (3 s') 2 (3p') ~. (~ s") ~ (2 s") ~ (2p") ~ (3 s") ~ (3 p") 5 

dem wirklichen Verhalten mehr gereeht zu werden als 

(18) 2 (2 s) ~ (3 s) ~ (4 s) ~ (2p)~ (3~)  o (5 s) ~ (6 s) ~ (4p)  ~ (5~)  5. 

Noch einige Worte fiber die I o n e n g i t t e r .  Von einem solehen 
spreehen wir, wean der Grundzustand adiabatisch iibergeht in Zustande 

der Ionen. Ffir ein solches bleiben die bisherigen Vorstellungen natiirlich 
bestehen. Beim NaCI-Gitter wird es z. B. auch weiterhin erlaubt sein, 
um die Na-Kerne 10 and um die C1-Kerne 18 Elektronen anzunehmen. 

Dagegen sind die Na-Elektronen strenggenommen allen Na-Kernen ge- 

meinsam and ebenso die C1-Elektronen allen C1-Kernen, und zwar genau 
in dem gleichen Sinne, indem man sagen mull: im Znstand 1 s 2io (23P 
oder 2 t p) des tIeliumatoms sind beide Elektronen zusammen in diesem 
Zustand, nicht das eine im 1 s-, das andere im 2p-Zustand. 

Mit der Verschiedenheit der Sehwelle zwischen den einzelnen Par- 
tikela eines Ionengitters und tines MetaUgitters diirfte die verschiedene 

Leitffihigkeit zusammenhangen. 
tterrn Prof. N. B o h r  und tterrn W. t I e i s e n b e r g  babe ich ffir das 

fSrdemde Interesse an der Arbeit zu danken. Ebenso schulde ich Dank 
der Stiftung I n t e r n a t i o n a l  E d u c a t i o n  B o a r d ,  die meinen Aufenthalt 
in Kopenhagen ermSglich~ hat. 
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